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Prefacio

Aprendizagem supervisionada e aprendizagem de méquina em geral se tornaram muito
populares nos ultimos anos devido ao seu grande potencial de aplicagao nas mais diversas
areas. Uma das vantagens disto ¢ que hoje dispoe-se de uma extensa literatura sobre o
assunto, com varios livros com enfoque distinto, atendendo as necessidades de um publico
muito diversificado.

Dentre os materiais que serviram de base para a elaboracao desta apostila, gostaria de
destacar os excelentes livros de Deisenroth et al. (2020) e Bishop (2016). Ambos apresentam
uma abordagem detalhada e intuitiva do funcionamento dos principais algoritmos, podendo
ser facilmente indicados como leitura obrigatéria para engenheiros que queiram se aprofundar
nesta area. Para aqueles que por algum motivo nao estejam interessados nos detalhes sobre
os aspectos matematicos de cada algoritmo (a.k.a. “pessoas sem grag¢a’), uma recomendagao
é o livro de Géron (2019), que possui um bom balan¢o entre fundamentos tedricos e aplicagao
em Python usando o sklearn.

A existéncia desta extensa literatura relativamente recente faz com que, em muitos casos,
nao exista uma simboliga unificada. Ao longo deste material busquei manter a mesma
simbologia em todos os topicos, porém eventualmente podem haver alguns erros (associados
a simbologia ou nao) que tenham passado despercebidos®. Utilize este material com cautela
e, na duvida, consulte outra fonte (confiavel) para comparar as informagoes.

Como material complementar, uma série de videos aplicando algoritmos de aprendizagem
supervisionadas utilizando a extremamente util biblioteca Scikit-learn esta disponivel nesta

playlist?.

LCaso vocé tenha encontrado algum erro, por favor entre em contato (eliton.fontana@ufpr.br) para que eu

possa corrigir em versoes futuras.
2https:/ /www.youtube.com /playlist ?list=PL7C0pd9gDKkMVdnnxDTT4RQdupik YvSZ-
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1 Introducao

Aprendizado de maquina (machine learning) é um termo geral utilizado para definir uma
série de algoritmos que extraem informacao a partir de um conjunto de dados, sem ser
necessario definir um modelo matematico especifico. A partir de um conjunto de dados de
treinamento, estes algoritmos buscam um padrao relacionando entradas e saidas, permitindo
utilizar este padrao para realizar predicoes. Dependendo da forma como estes dados sao
fornecidos, os algoritmos sao classificados em diferentes categorias, sendo as principais apre-

sentadas a seguir.

1.1 Aprendizagem Supervisionada

Os algoritmos de aprendizagem supervisionada relacionam uma saida com uma entrada
com base em dados rotulados. Neste caso, o usuério alimenta ao algoritmo pares de entradas
e saidas conhecidos, normalmente na forma de vetores. Para cada saida é atribuido um
rotulo, que pode ser um valor numérico ou uma classe. O algoritmo determina uma forma
de prever qual o rétulo de saida com base em uma entrada informada.

Por exemplo, uma mistura de ar e um combustivel pode ou nao entrar em combustao
dependendo das condicoes do meio. Pode-se realizar uma série de experimentos variando
parametros de interesse, como composi¢cao, pressao, velocidade, temperatura externa, etc.,
e para cada caso atribuir um rétulo “com combustao” ou “sem combustao”. O algortimo
pode entao ser treinado com estes dados, sendo capaz de prever se havera ou nao combustao
para uma dada condicao de entrada. Este tipo de algoritmo, onde a saida pode assumir
somente um conjunto de rotulos pré-definidos (e ndo um valor qualquer) sao chamados de
algoritmos de classificacao.

De maneira similar, o rétulo de saida pode ser um valor real, como por exemplo a temper-

atura do meio reacional. Neste caso, o algoritmo deve prever qual o valor desta temperatura



para uma dada condicao de entrada, sendo que a saida pode assumir qualquer valor real.

Estes algoritmos sao chamados de algoritmos de regressao.

1.2 Aprendizagem Nao-Supervisionada

No caso dos algoritmos de aprendizagem nao-supervisionada, nao é atribuido um rétulo
para os dados de saida. Com base em um numero grande de dados, o algoritmo busca
padroes e similaridades entre os dados, permitindo identificar grupos de itens similares ou
similaridade de itens novos com grupos ja definidos. Estes algoritmos podem ser divididos
em algoritmos de transformacao e algoritmos de agrupamento.

Os algoritmos de transformacao sao utilizados para criar uma nova representacao de um
conjunto de dados que seja mais conveniente que a original, seja para facilitar a interpretagao
humana ou para melhorar o desempenho de outros algoritmos de aprendizagem.

Os algoritmos de agrupamento (clustering) particionam os dados em grupos com carac-
teristicas similares com base em critérios pré-estabelecidos, permitindo encontrar padroes
entre os dados fornecidos. Diversos métodos de agrupamento podem ser aplicados, podendo
estes serem baseados na distancia geométrica entre os pontos, em distribuicoes estatisticas
especificas ou levar em conta a densidade de pontos em areas especificas do conjunto de
dados.

Em alguns casos, pode-se aplicar um conjunto de dados onde somente parte destes dados
é rotulada. Normalmente, somente uma pequena fragao dos dados recebe um rétulo, porém
isto tende a melhorar significativamente o desempenho dos algoritmos de aprendizagem nao-
supervisionada. Esta abordagem hibrida é normalmente chamada de aprendizagem sems-

supervisionada.

1.3 Aprendizagem por Reforco

Neste tipo de sistema, um agente realiza uma agao (dentre uma série de agoes possiveis)
em um ambiente e recebe uma recompensa de acordo com o resultado dessa agao, sendo
o objetivo do algoritmo receber a maior recompensa possivel. Estes sistemas possuem trés

componentes principais: o agente, o ambiente e a forma de interacao entes estes dois.



O agente é o programa que esta sendo treinado. De alguma forma, este agente precisa ob-
servar, interagir e modificar o ambiente ao longo do tempo. As etapas envolvidas costumam

seguir a seguinte sequéncia:
1. O agente faz uma observacao do ambiente;
2. O agente escolhe uma acao dentre diversas agoes possiveis baseado na observagao;
3. O agente entra em um estado de espera para que o ambiente envie novas observagoes;

4. O ambiente executa a acao recebida pelo agente e envia para o agente uma recompensa

e a nova configuracao do ambiente;

5. Repete-se as etapas 1-4.

Como a interacao entre o agente e o ambiente ocorre de forma sequencial, ¢ preciso operar
de forma transiente, fazendo que a cada passagem pelo loop o tempo seja incrementado em
um passo de tempo definido. Por definicao, o agente inicia no tempo zero sem nenhuma
forma de treinamento (sem saber como atingir o objetivo). Através da resposta do ambiente
& acoes do agente, um sinal de recompensa é gerado, sendo o objetivo do agente maximizar
este sinal. A recompensa pode ser enviada no final de cada passo de tempo ou somente apos

uma determinda etapa ser atingida, dependendo das caracteristicas do problema.



2 Algoritmos de Classificacao

Algoritmos de classificacao sao algoritmos de aprendizagem supervisionada onde o objetivo
é prever uma, classe ou rotulo associado com uma variavel de entrada contendo determinados
atributos. Inicialmente, o algoritmo ¢ treinado com um conjunto de dados com classes
conhecidas, podendo estes dados estar divididos em somente duas (classificagdo binaria) ou
em varias classes (classificagdo multiclasse).

Para ilustrar o funcionamento béasico de um algoritmo de classificagao, a seguir sera ap-
resentado um exemplo considerando somente duas classes, pois isso permite a representagao
dos dados em um plano xy. Porém, ¢ importante lembrar que estes algoritmos sao utilizados
principalmente quando se possuem miiltiplas classes, sendo que neste caso a separacao entre

as classes nao pode ser facilmente visualizada.

2.1 Aspectos Basicos dos Algoritmos de Classificacao

Nesta secao serd apresentado um exemplo simples de aplicacao de algoritmos de classifi-
cacao, com o objetivo de definir as etapas bésicas envolvidas. Nas secoes subsequentes serao

abordados, com mais detalhes, os aspectos especificos do funcionamento dos algoritmos.

2.1.1 Importacao dos Dados

Considere um processo onde é possivel controlar a temperatura e a pressao, sendo que o
resultado final pode ou nao ser adequado, dependendo das condi¢oes impostas. Uma série
de 200 ensaios foram realizados e os resultados foram rotulados como 0 para os casos nao-
adequados e como 1 para os adequados. Assim, neste exemplo os dados possuem dois atrib-
utos (temperatura e pressao) e estao divididos em duas classes (adequados e ndo-adequados,

ou 1 e 0). Na Figura 2.1 sao apresentados os dados de acordo com sua classificacao.
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Figure 2.1: Conjunto de dados rotulados.

Antes de aplicar o algoritmo de classificacdo, é importante avaliar os dados em busca
de possiveis erros. Além disso, é interessante avaliar a distribuicdo do niimero de pontos
associados com cada variavel. Por exemplo, pode-se ter muitos pontos associados com uma
pequena faixa de temperatura e poucos pontos fora deste intervalo, o que pode prejudicar o
desempenho do algoritmo. Isto pode ser analisado através de um histograma de distribuicao
de pontos, como mostrado na Figura 2.2.

Para a variavel classe, existem exatamente 100 pontos para cada valor (0 ou 1), ou seja,
50% dos dados estiao rotulados com adequados e 50% como nao-adequados. Para a pressao
e a temperatura, existe uma concentracao maior de pontos para os valores médios, porém, a

distribuicao esta relativamente homogénea.

2.1.2 Divisdo em Grupos de Teste e Treinamento

Para garantir que o modelo ajustado aos dados possua uma precisao adequada, é necessario
realizar algum teste de generalizacao para saber se o modelo é capaz de predizer corretamente
o rotulo de novos dados. E importante que estes dados utilizados para testar o modelo nio
sejam os mesmos utilizados no ajuste (treinamento) do modelo, pois neste caso o algoritmo

poderia simplesmente armazenar o rétulo destes valores e prever sempre corretamente.
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Figure 2.2: Histograma de distribuicao dos pontos.

Para analisar o desempenho do modelo, ¢ comum dividir o conjunto em dois grupos': um
grupo de treinamento e outro grupo de teste. De modo geral, pode-se escolher aleatoriamente
em torno de 20-30% dos dados como parte do grupo de teste e o restante ser utilizado
como grupo de treinamento. Como esta divisao é feita de forma aleatoria, as medidas de
desempenho do algoritmo podem variar dependendo de quais dados forem selecionados para
cada grupo, especialmente se o conjunto de dados inicial for relativamente pequeno.

Neste exemplo, serao utilizados 20% dos dados para teste e os 80% restante para treina-
mento, ou seja, 40 pontos para teste e 160 para treinamento. Na Figura 2.3 é apresentado
o grupo de teste obtido de forma aleatoria. E importante que os dados nio estejam con-
centrados em uma regiao especifica do dominio, pois isso pode gerar uma falsa medida de
desempenho do modelo em outras regioes. Comparando os dados das Figuras 2.1 e 2.3, pode-
se observar que o grupo de teste esta distribuido de forma aproximadamente homogénea ao

longo de todo o dominio.

2.1.3 Aplicacdao do Algoritmo de Classificacao e Analise dos Resultados

Apos a separacao dos dados, o grupo de treinamento pode ser aplicado para ajustar o

algoritmo de classificagao. Neste exemplo, serd o utilizado o método dos k-vizinhos mais

!Pode-se também utilizar um terceiro grupo para validacio de certos aspectos do modelo, mas inicialmente

serao considerados somente 2 grupos.
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Figure 2.3: Grupo de teste considerando 20% dos dados.

proximos (k-NN - K-Nearest Neighbors), sendo este um dos métodos mais utilizados para
classificagao. Este método realiza a classificacdo com base na distancia (geométrica) entre
o ponto avaliado e os k vizinhos mais proximos que fazem parte do grupo de treinamento.
O valor de k£ deve ser informado pelo usuario, sendo um importante parametro para o
desempenho do método. Por exemplo, se k£ = 1 for utilizado, o algoritmo ir& buscar, dentro
do conjuto de treinamento, o ponto mais proximo aquele que estd sendo avaliado e ir&
atribuir o mesmo rétulo a este ponto. Mais detalhes sobre este método serao apresentados
na sequéncia. Neste exemplo, serd considerado k = 3.

No caso do k-NN, o ajuste do modelo consiste basicamente em armazenar as posigoes e a
classe de cada ponto do grupo de treinamento, para que na etapa de predigao o rotulo de um
dado ponto possa ser definido com base na sua posicao e na classe dos vizinhos mais proximos.
Apos esta etapa, é realizada a predicao dos dados do grupo de teste, ou seja, o algoritmo
ird utilizar os valores de temperatura e pressao presentes neste grupo e tentard prever a
qual classe estes pontos pertencem. Através da comparagao com a classe real destes pontos
(informada no conjundo de dados inicial), pode-se entao estimar a precisao do algoritmo.

Existem diversas métricas que podem ser utilizadas para estimar o desempenho de um al-
goritmo de classificacao, sendo elas baseadas nas quantidades de predicoes corretas e erradas
dentro do grupo de teste. Para o exemplo deste algoritmo onde os dados sao divididos em

duas classes, pode-se definir os seguintes valores:
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Verdadeiros Positivos (TP): Valores da classe 1 preditos de forma correta;

Verdadeiros Negativos (TN):Valores da classe 0 preditos de forma correta;

Falsos Positivos (FP): Valores da classe 1 preditos de forma errada;

Verdadeiros Negativos (FIN):Valores da classe 0 preditos de forma errada;

A soma de todos estes conjuntos deve ser igual ao numero total de pontos utilizados no
grupo e teste. Uma maneira muito simples de representar estes valores é através da matriz
de confusdo (confusion matriz), que para este caso serd definida como representado na

Tabela 2.12.

Table 2.1: Definicao da matriz de confusao

Valores Previstos

Negativo | Positivo
Negativo TN FP
Valores Reais
Positivo FN TP

Os valores encontrados para a matriz de confusao para este exemplo sao apresentados na
Tabela 2.2. Neste caso, 17 valores da classe 0 foram previstos corretamente (verdadeiros
negativos), assim como 12 valores da classe 1 (verdadeiros positivos). Porém, 4 valores da
classe 0 foram previstos como pertencentes a classe 1 (falsos positivos) e 7 valores da classe
1 foram previstos como 0 (falsos negativos). De forma geral, quanto maiores os elementos

da diagonal principal da matriz de confusao, melhor serd o desempenho do algoritmo.

Table 2.2: Matriz de confusao obtida no exemplo.

Valore Previstos

Negativo | Positivo
Negativo 17 4
Valores Reais
Positivo 7 12

Para quantificar o desempenho do algoritmo, uma das métricas mais utilizadas é a acurd-

cia, que relaciona o total de acertos com o total de dados presentes no grupo de teste,

2Pode-se encontrar defini¢oes diferentes desta matriz dependendo da fonte utilizada.
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pondendo ser definida como:

TP+ TN
Acuracia = 2.1
e = PP TN + FP 1+ FN (21)

Com base nos dados obtidos na matriz de confusao, a acuracia para este exemplo é de
(17 + 12)/40 = 0.725, ou seja, somente 72.5% dos dados foram previstos corretamente.
De maneira geral, este valor é relativamente baixo, porém isto estd muito associado com a
natureza dos dados e com os parametros utilizados no algoritmo. Nas proximas segoes serao
discutidas formas de melhorar este resultado.

Por ultimo, pode-se utilizar o algoritmo para fazer previsoes de dados que nao tenham sido
utilizados em nenhum dos grupos. Como neste caso é possivel visualizar aproximadamente a
regiao de separacgao entre as classes, é interessante avaliar alguns valores que estejam clara-
mente em uma regiao com classe conhecida. Por exemplo, para 300°C' e 2 bar, o algoritmo
prevé a classe 1, o que esta de acordo com o esperado com base na Figura 2.1.

E importante destacar que o algoritmo pode fazer previsoes fora da regido definida pelos
dados de treinamento (neste caso, entre 20 — 500°C' e 1 — 8 bar), porém, estes resultados

tendem a ser muito menos confidveis, entao devem ser utilizados com cautela.

A implementacao deste exemplo utilizando Python pode ser visualizada neste video?.

2.1.4 Extensdo para Classificacao Multi-Classe

Em problemas reais, é esperado que existam mais de dois parametros de entrada, bem
como é possivel que os dados sejam divididos em mais de duas classes. As etapas envolvidas
na aplicacao do algoritmo sao as mesmas descritas anteriormente para a classificacao binaria,
com algumas pequenas mudancas na forma como o resultado ¢ avaliado.

Para ilustrar a aplicagao em um problema multi-classe, sera utilizado um conjunto de
dados contendo 1600 elementos apresentado por Cortez et al?, onde os autores relacionam
11 parametros fisico-quimicos de vinhos tintos com uma classificacao de 3 a 8 obtida através
de analise sensorial. Assim, os dados foram divididos em 6 classes.

Neste exemplo, nao é possivel visualizar o grafico de dispersao dos pontos, pois os dados

estao dispostos em um espaco vetorial com dimensao 11. Através da aplicacao dos algoritmos

Shttps:/ /www.youtube.com /watch?v=wMFqyOn2khA
4Cortez, et al. Modeling wine preferences by data mining from physicochemical properties, Decision Support

Systems 47 (2009) 547-533
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de classificacao, pode-se obter hiperplanos de separacao entre as classes, de forma semelhante
a uma curva 1D de separagao na Figura 2.1.

Da mesma forma que para a classificacao binaria, os dados devem ser divididos em um
grupo de treinamento e outro de teste. Neste exemplo, serao utilizados 33% dos dados para
teste, pois este valor apresentou uma acuracia maior. Para ilustrar, o algoritmo KNN tam-
bém serd utilizado, porém a aplicacao considerando somente 3 vizinhos leva a uma acuracia
de 0.48, enquanto que com 7 vizinhos este valor aumente para 0.525. Neste caso, a acurécia
também ¢ calculada como a razao entre o total de acertos pelo total de elementos no grupo
de teste.

Esta acuracia pode parecer muito baixa, mas é interessante avaliar a matriz de confusao
neste caso para verificar onde o classificacao esta errando. Como neste caso existem 6 classes,
a matriz de confusao serd uma matriz 6 x 6, relacionando os dados reais com as previsoes,

como mostrando na Tabela 2.3.

Table 2.3: Matriz de confusao para o exemplo de classificagao da qualidade de vinhos.

Valores Previstos

3 4 5 6 7 8

3]0 0 1 2 1 0
.% 410 8 8 3 3 0
A 1500 1 165 70 7 0
ig 6|0 1 94 106 9 O
= 710 3 22 22 9 0
810 0 2 3 1 0

Neste caso, os elementos da matriz de confusao relacionam a quantidade real de elementos
pertencentes a uma classe com a quantidade prevista de elementos para esta classe. A
diagonal principal corresponde as predicoes corretas, enquanto elementos fora da diagonal
principal sao previsoes erradas. Por exemplo, a linha 1 coluna 3 indica que houve 1 elemento
pertencente & classe 3 que foi previsto como pertencente & classe 5. A maior parte das
previsoes erradas sao adjacentes a diagonal principal, ou seja, o algoritmo erra em uma
classe para mais ou para menos. Como estes valores representam uma quantificacao da

qualidade do produto, este erro em uma classe pode nao ser muito significativo.
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A implementacdo deste exemplo utilizando Python pode ser visualizada neste video®.
A seguir serao discutidos uma série de conceitos fundamentais relacionados a obtencgao e

aplicagao de modelos capazes de fazer predicoes de classes, como o apresentado nesta secao.

2.2 Conceitos Fundamentais

Nesta secao serao apresentados alguns conceitos fundamentais aplicados aos algoritmos de
classificacao e de aprendizagem supervisionada em geral, com o objetivo de definir formal-
mente diversos conceitos que serao, na sequéncia, aplicados no estudo de algoritmos especifi-
cos. Uma anélise mais detalhada destes conceitos pode ser encontrada em Deisenroth et al.

(2020).

2.2.1 Representacdo dos Dados

Para a aplicacao dos algoritmos de aprendizagem supervisionada em geral, é importante
que os dados estejam em um formato adequado que possa ser interpretado pelo algoritmo.
Em muitos casos, é preciso converter informacoes qualitativas em quantitativas, para que
estas possam ser operadas numericamente. No exemplo anterior, isto foi utilizado para
reprensetar duas classes, rotuladas inicialmente como “processo adequado” e “processo nao-
adequado”, em um formato binario 0 ou 16.

Os atributos “temperatura” e “pressao” ja estavam em um formato numérico adequado,
por isso nao foi necessario manipular os dados. Porém, quando os atributos possuem ordens
de grandeza muito diferentes, uma grande melhoria no desempenho do algoritmo pode ser
conseguida normalizando os dados, ou seja, deixando todos eles na mesma escala (ou
pelo menos em uma escala proxima). Por exemplo, considere que um atributo esteja no
intervalo (0,0.1), enquanto outro esteja no intervalo (0,10%). Em operagoes que envolvam a
manipulacao destes atributos, é provavel que a influéncia do segundo seja superestimada por
conta da sua magnitude. Para eliminar este problema, pode-se definir os dois em uma escala
similar, por exemplo, indo de —1 (valor minimo) até +1 (valor maximo). Isto é semelhante
ao processo de adimensionalizacao comumente utilizado em fenomenos de transporte, com a

diferenca que neste caso pode-se atribuir uma escala arbitraria.

Shttps://www.youtube.com /watch?v=YFQQAee-FI0
5De forma equivalente, poderiam ser atribuidos outros valores, como -1 e +1, por exemplo.
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Em muitos casos, também pode ser necessario extrair os atributos a partir de um conjunto
de dados, por exemplo, em sistemas onde os dados sao informados como imagens. De alguma
maneira, deve-se converter a informacao contida nestas imagens em um atributo mensuravel,
o que requer um conhecimento do sistema avaliado.

Neste material, sera considerado que os atributos sao apresentado na forma de um vetor
x', enquant 1 iad te vet 4 identificad P lgorit

, enquanto que a classe associada a este vetor serad identificada como y. Para algoritmos
de classificacao, os dados alimentados consistem em pares relacionando atributos e classes.

Considerando um conjunto com m elementos, os dados devem ser informados como um

conjunto da forma:

T = <X17 yl)a <X27 y2)7 s (va ym) (22)

Observe que enquanto a classe é um escalar (cada elemento pode pertencer a somente
uma classe), os atributos sdo vetores com dimensdo finita, por exemplo, considerando que

existam n atributos, x; = (2,1, T2, ..., Tin)-

2.2.2 Obtencao de Preditores

Partindo dos dados expressos em um formato adequado, pode-se treinar o algoritmo para
s / ,

prever a qual classe ira pertencer um novo elemento x’, sendo neste caso o modelo é chamado

de preditor. Esta mesma logica pode ser aplicada para algoritmos de regressao, com a tnica
diferenca que neste caso a saida nao serd uma classe e sim um valor real qualquer.

Os preditores podem ser obtidos em duas diferentes formas, dependendo do algoritmo

utilizado. O primeiro caso é a obtencao de uma func¢ao preditora, que ¢ uma funcao f que

recebe como argumento de entrada um vetor com dimensao n e gera como saida um escalar

(classe para classificagdo ou valor real para regressao), ou seja:
f:R*"—=R (2.3)
Na maioria dos casos esta funcao ¢ uma reta do tipo:
f(x)=0"x+6, (2.4)

sendo que os coeficientes angular 0 e linear 8y devem ser ajustados. Exemplos de algoritmos
que operam desta forma sao o kK — NN utilizado anteriormente e as mdquinas de vetores de

suporte que serao apresentadas na sequéncia.

"Por padrio, varidveis em negrito serdo utilizadas para representar vetores.
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Figure 2.4: Comparacao entre uma funcao preditiva (linha preta) e um modelo probabilistico

(linha amarela). Fonte: Deisenroth et al. (2020)

A segunda possibilidade é que os modelos preditivos sejam obtidos como modelos proba-
bilisticos, ou sejam, expressam a probabilidade de um dado elemento pertencer a uma certa
classe ou estar associado com um certo valor. Estes modelos sao especialmente tteis quando
os dados de entrada possuem muito ruido, pois permitem ponderar o efeito destes pontos.
Como exemplo de modelos probabilisticos, pode-se destacar os baseados em Naive Bayes,
que serao discutidos posteriormente.

Na Figura 2.4 é apresentada uma comparacao entre as duas abordagens para um problema
de regressao. No caso de uma funcao preditiva, obtém-se a reta em preto, correspondendo
a uma funcao que associa cada ponto do dominio x com uma tnica imagem y. No caso do
modelo probabilistico (linha amarela), obtém-se uma func¢ao densidade de probabilidade que
relaciona a probabilidade de a saida y assumir um certo valor para uma entrada x = 60.

Para obter os parametros destes modelos, deve-se resolver um problema de otimizagao
onde o erro associado aos dados deve ser de alguma forma estimado e minimizado. A seguir
serao discutidos dois procedimentos utilizados para a obtencao de parametros de funcoes
preditoras, o principio de minimizacao do risco empirico e o principio da maxima verossim-
ilhanca. A abordagem utilizada para modelos probabilisticos serd discutida posteriormente,

juntamente com os algoritmos baseados em Naive Bayes.
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2.2.3 Minimizacdao do Risco Empirico

O principio de minimizacao do risco empirico é utilizado para a obtencao dos parametros
relacionados com funcgoes preditoras. Considere novamente um conjunto de dados como
apresentado na Eq. 2.2, contendo m elementos, onde cada elemento é composto por um par
vetor de dimensao n (x) e classe (y). O objetivo é encontrar uma fungao preditora que, com
base em um conjunto de parametros 8 e no valor de um vetor x, seja capaz de prever a classe

y associada com X, ou seja:
f(x1,0) =y, 1=1,2,3,...m (2.5)

Considere que o valor previsto por esta funcao seja representado como 7;, ou seja, y; =
f(x;,0). Para avaliar a diferenga entre estes valores previstos g; e os valores reais y;, utiliza-
se uma funcao para mensurar o erro associado com cada predicao. Esta funcao é chamada de
fung¢ao de perda, sendo representada como £(7;,y;). Como saida desta func¢ao, obtém-se um

1 itivo, chamado de perd t timativa d 8. Os paramet
escalar positivo, chamado de perda, que representa uma estimativa do erro®. Os parametros
0 utilizados na funcao preditora devem ser valores que minimizem esta funcao de perda para

o conjunto de valores.

Estimativa do Erro Empirico

Uma hipo6tese normalmente utilizada em algoritmos de aprendizagem ¢é que os elementos do
conjunto de dados sdo independentes entre si, o que implica que a média amostral (também
conhecida como média empirica ¢ uma boa estimativa da média real da populacao. Para um

vetor x = (x1, Ta, ..., x,) qualquer, esta média é definida como:

1 n
x=-3 2.6
x n;‘” (2.6)

Considerando a mesma hipotese para a funcao de perda, pode-se assumir que a média
empirica das perdas é uma boa aproximacao da perda associada com todo o conjunto de

dados:

m

=" tlow) 2.7

i=1
Como a funcao ¢(y;,y;) depende tanto da fun¢ao preditora f quanto dos dados utilizados,

a média ¢, esta relagao pode ser expressa em termos de uma fungao de risco empirico Repyp,

8Veja que esta funcio tem relacdo com a defini¢do de acurécia discutida anteriormente.
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da seguinte forma:
1 o= .
Remp(f,X,Y) = E Zg(yhyl) (28)
i=1

onde X representa uma matriz com dimensao n X m contendo todos os vetores x da forma

)T é um vetor contendo todas as classes. A

X = (X1,X1,.-Xm) ey = (Y1, Y2, - YUm
estratégia geral de minimizar esta fun¢ao é chamada de minimizacao do risco empirico.

O problema em utilizar o risco empirico nesta forma para obter os parametros 6 que
minimizem R.,,,(f, X,y) é que esta funcao considera somente dados ja rotulados, nao traz
nenhuma informacao sobre como o algoritmo ird desempenhar para classificar novos dados.
Na pratica, busca-se um classificador com boa capacidade de prever a classe de elementos
novos, que nao tenham sido usados no treinamento. Neste caso, diz-se que o classificador tem

boa capacidade de generalizacao. Por isso, deve-se buscar alguma forma de estimar um

erro que leve em conta somente a funcao preditora f e nao o conjunto de dados utilizados.

Estimativa do Erro Esperado

Uma maneira de avaliar o erro real esperado seria supor que temos acesso a um nimero
infinito de amostras rotuladas. Com isso, seria possivel eliminar a influéncia das amostras
individuais e ter um valor real para a média. De forma semelhante ao erro empirico, pode-se
definir uma fungao erro esperado R.,, da seguinte forma:

Rey(f) = Jim {137 o, fx0) (2.9

k—o0

onde y; representa a classe real das amostras e f(x;) o valor previsto. Veja que neste caso
é considerado que os parametros @ da funcao f estejam fixados, ou seja, o treinamento do
algoritmo ja foi realizado. Claramente esta definicao nao possui aplicacao pratica, visto que
a quantidade de dados disponiveis é finita.

Considerando que temos a disposicao um conjunto finito de dados, como comentado no
exemplo resolvido anteriormente, uma maneira de avaliar o desempenho do algoritmo em
dados “nao-vistos” durante o treinamento é separar os dados em um conjunto de treinamento
e um conjunto de teste. Neste caso, os dados (X,y) sdo divididos em (Xyreino, Yireino) €
(Xteste7 yteste) .

O treinamento do algoritmo é feito de modo a encontrar os parametros 8@ € R" que

minimizem o risco empirico associado com o conjunto de treinamento, o que pode ser expresso

19



comao:

Hleil’l Remp(f7 Xtreinm ytreino> (210)

Mesmo que este valor seja minimizado, isto nao garante que o algoritmo seré capaz de
classificar bem novos dados, ou seja, tem capacidade de generalizacao. Para avaliar isto,

pode-se estimar o erro esperado utilizando o erro empirico associado ao conjunto de teste:

Rexp ~ Remp(fa Xtestev Yteste) (21 1)

A principio, se o erro empirico associado aos dois conjuntos for baixo, isto indica que o
algoritmo foi bem ajustado e possui boa capacidade de generalizacao. Porém, neste ponto é

importante levantar duas questoes:

1. Como proceder caso o risco empirico associado ao conjunto de treinamento for baixo
(ou seja, o algoritmo esta bem ajustado), porém, o risco associado ao conjunto de teste

for alto?

2. Como garantir que o conjunto de teste escolhido gera uma boa representagao do erro

esperado?

A primeira pergunta esta associada com um conceito muito importante na area de apren-
dizagem que é a nogao de sobreajuste (overfitting), que pode ser contornada com uma es-
tratégia de regularizacao. A segunda pergunta pode ser respondida utilizado uma estratégia

de walidacao cruzada. Estas duas abordagens serao discutidas a seguir.

Sobreajuste e Regularizacao

Modelos de ajuste complexos sao capazes de detectar pequenas variagoes no conjunto de
dados. Porém, se estas variacoes forem causadas por ruidos, o modelo acaba se ajustando a
um padrao definido pelos ruidos e perde a capacidade de generalizacao. Este problema ocorre
principalmente se o conjunto de treinamento possuir muito ruido ou for muito pequeno. O
sobreajuste também pode ocorrer em problemas de regressao.

Por exemplo, considere os exemplos de sobreajuste ilustrados na Figura 2.5(a) para clas-
sificacao e na Figura 2.6(a) pra regressao. No caso da classificagdo, o algoritmo é capaz de
separar os dados perfeitamente nas duas classes, porém é muito provavel que em um pro-
cesso fisico real esta fronteira irregular seja causada por ruidos na obtencao dos dados. De

forma semelhante, para o exemplo da regressao, a curva consegue cruzar todos os pontos do
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conjunto de treinamento, porém, em alguns intervalos entre os pontos, assume valores muito

distantes dos pontos, o que dificilmente ird ocorrer em um fené6meno fisico.

(a) Sobreajuste (b) Regularizado

Figure 2.5: Exemplos de sobreajuste e regularizacao em um algoritmo de classificacao. Fonte:

Hulsen et al. (2019)

4 +  Training data 1 +  Training data 4 +  Training data
— MLE — MLE — MLE

2 9 + 2 +
s 0T + = 0+ + T+ mu\\_/\y
) - ++ 9

—4 —4 —4

—4 =2 0 2 4 —4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
Z T T
(a) Sobreajuste (b) Subajuste (¢) Regularizado

Figure 2.6: Exemplos de sobreajuste e regularizacao em um algoritmo de regressao. Fonte:

Deisenroth et al. (2020)

O fendmeno de sobreajuste leva a uma baixa capacidade de generalizacao, ja que existe uma
grande chance de que dados nao utilizados no treinamento nao sejam avaliados corretamente.
Por isso, o erro empirico relacionado com o conjunto de teste tende a ser alto.

Uma estratégia muito utilizada para reduzir o problema de sobreajuste é a introducgao
de um termo de penalizacao na funcao objetivo, de modo que o otimizador perca parte da
flexibilidade de encontrar valores muito grande para os parametros. Este procedimento é

chamado de regularizagao. O problema de otimizagdo (Eq. 2.10) regularizado por ser
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expresso comao:

mein (Remp<f7 Xtreino; ytreino) + )\| ’0‘ |2) (212)

onde A é chamado de pardmetro de regularizagio e o termo ||0||* de regularizador. Veja
que neste caso o algoritmo ¢é penalizado caso os valores do vetor bm# sejam, em magnitude,
muito grandes. Esta estratégia costuma funcionar pois, de modo geral, estes valores tendem
a ser elevados no caso de sobreajuste.

A regularizacdo é uma maneira de ponderar entre a complexidade do modelo e a ca-
pacidade de generalizagao. Considerando que o parametro de regularizacao seja ajustado
corretamente, obtém-se uma resposta menos sensivel a ruidos, como ilustrado na Figura
2.5(b) para um exemplo de classificacdo na na Figura 2.6(c) para regressao.

Em alguns casos, também pode ocorrer o problema oposto, ou seja, o modelo pode ser
simplificado demais, ao ponto de nao conseguir capturar o real comportamento dos sistema.
Por exemplo, considere um caso onde o conjunto de dados foi gerado por um problema
periddico, descrito aproximadamente por uma funcao seno. Se o modelo tentar ajustar
estes pontos a uma reta, a informacao referente a oscilacao serd perdida, o que costuma ser

chamado de subajuste (underfitting). Um exemplo de subajuste é ilustrado na Fig. 2.6(b).

Validacdo Cruzada

Considerando que o problema de sobreajuste pode ser contornado regularizando o otimizador,
pode-se partir agora para o segundo problema: como escolher um conjunto de teste significa-
tivo? A abordagem de utilizar parte dos dados para verificar a capacidade de generalizacao
do algoritmo é chamada de validacdo cruzada®.

Infelizmente, nao existe como garantir que os dados reservados para teste irao de fato
gerar uma representacao satisfatoria do desempenho do algoritmo, indicando, por exemplo,
se existe sobreajuste ou nao. Ao invés disso, o que pode ser utilizado é uma abordagem
onde os dados sao separados de uma forma um pouco diferente, em dados para treinamento
e dados para walidacao. O conjunto de validacao ¢ um subconjunto dos dados de treina-
mento utilizado para avaliar o desempenho do algoritmo durante a etapa de obtencao dos

parametros, ao contrario do conjunto de testes que s6 é aplicado apds os parametros serem

definidos.

%0 meétodo onde os dados sdo simplesmente divididos em conjunto de treinamento e de teste costuma ser

chamado de Método Holdout.
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A forma mais utilizada de validacao cruzada utilizado conjuntos de validagao é o método
K-fold, onde o conjunto de dados de treinamento é dividido em K subconjuntos, onde K —1
subconjuntos irao formar o conjunto de treinamento e o subconjunto restante ird formar
o conjunto de validacao. A ideia geral, neste caso, é repetir o processo de obtencao dos
parametros estimativa do erro K vezes, sempre mudando qual subconjunto sera utilizado

para validacao. Por exemplo, na Figura 2.7 é ilustrada uma divisao em 5 subconjuntos

(método 5-fold).

split 1 Z. . 7. A7 gl ]
e spit 2 777 7 77 7 77 | .
g Spit 2 [7 77 7 7 7 7 7 7 7] I AL s Treinamento
s spit 3, AV N 777777774 g == Validacio
E Split 4 A Al A
Spit s 7 A g . AN A

Fold 1 Fold 2 Fold 3 Fold 4 Fold 5
Data points

Figure 2.7: Divisao dos dados em conjuntos de treinamento (branco) e de validacao (cinza)

considerando uma abordagem 5-fold. Fonte: Muller and Guido (2017)

Neste exemplo, utilizado um método 5-fold, para cada uma das 5 separacoes, o conjunto
de treinamento é utilizado para obter a funcao preditora f, que por sua vez é aplicada
no conjunto de validacao para computar o risco empirico. Apods fazer este procedimento
em todas as 5 combinagoes, o erro estimado do predito é avaliado como a média dos erros
empiricos de cada combinacao. De forma semelhante, os parametros @ serao aproximados
como a média dos parametros obtidos para cada combinacao.

A validacao cruzada utilizando um método k-fold é uma maneira de aplicar o conceito
de minimizac¢ao do risco empirico e evitar problemas de sobreajuste, sendo uma abordagem
muito aplicada para a obtencao de fungoes preditoras. Outra abordagem que pode ser
utilizada para estimar os parametros de um modelo é a partir do principio de méaxima

verossimilhanca, como ser apresentado a seguir.

2.2.4 Principio da Maxima Verossimilhanca

A obtencao dos parametros utilizando maxima verossimilhanca baseia-se em definir uma
funcao dos parametros que permita estimar quao bem os dados estao ajustados. Por exemplo,
considere que o modelo possua um conjunto de parametros definidos pelo vetor 8. O objetivo

é que, dado um vetor de atributos x, o modelo seja capaz de prever a classe y.
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A probabilidade de que o modelo preveja uma classe y;, para um dado vetor x; e um
conjunto de parametros @ é representada como p(y;|x;, @). Esta fungdo (também chamada
de fung¢ao de verossimilhanga) pode ser avaliada assumindo alguma forma de distribuigao de

densidade de probabilidade especifica, como por exemplo uma distribuicao normal:

Utilizando uma distribuicao neste formato, pode-se buscar valores de 8 que maximizem a

(2.13)

chance da classe y; ser prevista corretamente.

A expressao anterior é valida para um dos elementos x; do conjunto de dados. Para
obter os parametros 8 que maximizem a chance de acerto para todo o conjunto de dados
X = (X1,X1,.-.,Xm)? com classes y = (y1,¥a,-..,¥m), pode-se assumir que os dados sio
independentes e identicamente distribuidos, o que implica que a probabilidade da classes y
serem previstas para os elementos X, considerando os parametros 6 conhecidos, pode ser

calculada como o produto das probabilidades de cada elemento:
p(ylX,0) = [[ p(vilz:, 6)) (2.14)
i=1

Esta abordagem ¢é muito semelhante ao uso de uma funcao de perda, como visto anterior-
mente. Por exemplo, considerando que a variancia é um parametro constante, maximizar a
expressao 2.13 implica em minimizar o termo (y; — f(x;, 0))? (lembrando do sinal negativo na
exponencial). Isto é equivalente a utilizar uma fun¢ao de perda do tipo minimos quadrados,
(i, y:) = (y; — ;)% Por isso, assim como no caso da minimizagao do risco empirico, esta
abordagem pode levar a sobreajuste.

Este problema pode ser reduzido adicionando um termo na fungao objetivo, multiplicando
a verossimilhanca, que leva em consideracao informacoes adicionais sobre a distribuicao dos
parametros 6 (informagao a priori). Este termo ira ter um papel semelhante a regularizagao
aplicada para minimizacao do risco empirico. Utilizando este termo com conjunto com o
Teorema de Bayes, obtém-se uma abordagem chamada de probabilidade mdxima a posteriori
(MAP).

Neste material nao serao apresentados detalhes sobre a aplicagao deste procedimento para
a estimacao de parametros, porém, na Secao 2.5 aplicagoes do Teorema de Bayes serao
avaliada para a construcao de algoritmos baseados na abordagem Naive Bayes. Por enquanto,
é importante saber que a obten¢ao dos parametros de um modelo pode ser feita através da
minimizacao do risco empirico ou através da maximizacao da verossimilhanca, sendo que

ambas abordagens podem levar a sobreajuste (ou subajuste).
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Nas proximas secoes serao apresentados detalhes sobre a elaboracao e aplicagao de difer-
entes algoritmos de classificacdo. Estes algoritmos também podem ser aplicados para prob-
lemas de classificacao, como sera discutido no proximo capitulo, porém, no momento a
discussao sera limitada a problemas de classificacdo. Em particular, serao abordados trés
tipos de algoritmos (k-NN, méquinas de vetores de suporte e Naive Bayes), sendo estes escol-
hidos pois cada um possui uma abordagem distinta. Diversos outros algoritmos podem ser
aplicados para este fim (por exemplo, arvores de decisao, regressao logistica, random forest,
classificadores baseados em redes neurais, etc.), porém, tendo um entendimento destas trés

categorias bésicas é possivel resolver grande parte dos problemas praticos de classificagao.

2.3 k-Vizinhos mais Préximos (k-NN)

Os algoritmos baseados em Vizinhos Proximos sao uma das classes de algoritmos mais
simples utilizados para classificacdo. O principio bésico de funcionamento destes algoritmos
¢ memorizar um conjunto de dados de treinamento e prever a classe de um novo ponto com
base na classe dos vizinhos mais préoximos deste ponto, assumindo que pontos proximos tem
uma maior chance de pertencer a mesma categoria. Com isso, durante o treinamento nao é
necessario ajustar parametros a um modelo.

A distancia utilizada na maioria dos algoritmos baseados em k-NN é a propria distancia
euclidiana entre os elementos. Por exemplo, considere que seja utilizada uma fungao f(x, x’)

para determinar a distancia entre dois elementos x e x’, de modo que!?:
flx,x) = []x" = x]| (2.15)

Assumindo que x seja um vetor com n pontos, ou seja, X = (1, %2, Z3,...,T,), & norma é

dada por:

(2.16)

Como o objetivo é fazer a classificacao com base na classe dos vizinhos mais proximos, esta
distancia pode ser interpretada como uma funcao de perda que deve ser minimizada.
Considere que seja utilizado um conjuto de treinamento 7" contendo m elementos, ou seja,

m vetores X e suas respectivas classes y:

T = (x1,%1), (X2, ¥2), - - - (X, Ym) (2.17)

10Neste material, sera considerado a norma ¢ como padrao.
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Para determinar a classe de um novo elemento x’, a primeira etapa é determinar a sua
distancia com relacao aos elementos do grupo de treinamento. Apos, os elementos devem

ser reordenados de acordo com a distancia em um novo grupo, por exemplo 7":

T/ - <W17 ywl)a (W27 y’w2>7 s (Wm7 ywm) (218)

onde wj; corresponde a um dos elementos x; e y,,; € a classe associada a este elemento. Os

elementos do grupo 7" sao ordenados de forma que:
f(wi, x') < f(Wiga, %) (2.19)

ou seja, o elemento w; estd mais proximo de x’ do que o elemento wi,;. Com isso, pode-se
interpretar que o conjunto 7" possui os elementos do conjunto 7" ordenados em uma ordem
crescente de acordo com o valor da funcao de perda associada com cada elemento.

O exemplo mais simples é quando somente um vizinho é utilizado para a classificacao
(k = 1). Neste caso, a classe prevista para o elemento x’, representada por y,/, serd a classe
do vizinho mais préximo:

Yo' = Yut (2.20)

Na Figura 2.8 é apresentado uma ilustracao das barreiras de divisao binaria utilizando o
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Figure 2.8: Exemplo de classificacao usando 1-NN.

O principal problema associado a utilizacao de um valor de k pequeno é a presenca de
ruido nos dados de treinamento, ou seja, pontos que apresentam um desvio significativo. Por
exemplo, considere que se busque determinar a classe associada ao ponto verde na Figura

2.8 (indicado com um seta para facilitar sua localizagao). Caso seja utilizado somente um
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vizinho, este sera rotulado com a classe azul. Porém, este ponto azul parece corresponder a
algum erro de medicao, ja que esta cercado por pontos vermelhos. Uma maneira de resolver
este problema é utilizar mais vizinhos, por exemplo, se k = 3 a maioria dos pontos vizinhos
serd vermelho e a classificacao sera provavelmente mais adequada.

O peso dado para cada vizinho pode ser o mesmo ou uma funcao especifica pode ser uti-
lizada para, por exemplo, diminuir a influéncia de um ponto quanto mais distante estiver
do ponto avaliado. O problema em utilizado muitos pontos ocorre quando existe uma classe
dominante no grupo de treinamento. Por exemplo, considere que 90% dos dados correspon-
dam a uma classe 1 e 10% a outra classe 2. Se um valor de k alto for utilizado, existe uma
grande chance de qualquer ponto ser classificado com pertencente a classe 1, ja que ela é
dominante. Neste caso, a utilizacao de uma funcao peso é importante.

Uma variacao do k-NN sdo os algoritmos baseados em um raio de vizinhanca. A diferenca
para o k-NN é que neste caso, ao invés de fixar um nimero k de vizinhos, ¢ fixado um raio em
torno do ponto e sao analisados todos os vizinhos dentro deste raio. Este tipo de algoritmo

costuma ser mais adequado quando os espacamento entre os dados é muito nao-uniforme.

2.4 Maquinas de Vetores de Suporte (SVM)

O objetivo dos algoritmos de classificacao é definir fronteiras de decisao, que permitam
separar as diferentes classes. No caso do k-NN, esta fronteira é definida supondo similaridade
entre elementos proximos. Outra maneira de definir esta separagao é criar diretamente um
plano de separacao entre as classes, ou seja, uma regiao que limita a extensao de cada classe.
Os algoritmos de separacao podem ser aplicados em espacos com uma dimensao N qualquer,
sendo o plano de separacdo um hiperplano neste espago (plano com dimensao N —1), onde N
seré equivalente ao ntimero de atributos de cada elemento. Por simplificacao, neste material
o termo “plano de separacao” sera utilizado para se referir a este hiperplano em todos os
casos, incluindo o caso 2D onde o hiperplano sera simplesmente uma reta.

Considere, por exemplo, os dados apresentados na Figura 2.9. Estes dados estao relativa-
mente bem separados, de forma que é facil imaginar retas que separem as duas classes, como
ilustrado na figura. Porém, fica claro que as trés fronteiras propostas, apesar de todas sep-
ararem os dados com 100% de precisao, trazem informacoes distintas. Por exemplo, a linha
1 (vermelha) est4 muito mais proxima dos pontos roxos, tendendo a subestimar a influéncia

desta classe. De forma semelhante, a linha 2 (verde) est4 muito mais proxima dos pontos
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amarelos. A linha 3 (azul) também ndo é uma separagio Otima, pois estd mais proxima a

uma das classes em regioes distintas.
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Figure 2.9: Possiveis planos de separagao para o conjunto de dados.

Através da utilizacao dos algoritmos baseados em maquinas de vetores de suporte (Support
Vector Machines - SVM), busca-se qual é o plano de separa¢do entre os grupos que esteja o
mais distante possivel dos elementos de cada grupo, de forma a se obter uma separacao que
estd “no meio do caminho” entre as duas classes.

A principio, estes algoritmos sao classificadores binérios lineares, ou seja, separam dados
de duas classes utilizado reta, ou em um espaco vetorial com dimensao N, hiperplanos com
dimensao N — 1, como discutido anteriormente. Porém, pode-se também aplicar estes algo-
ritmos para classificacao multiclasse, utilizando interseccoes entre classificadores binarios, e
em problemas com fronteiras de decisao nao-lineares, através da utilizacao de funcoes nicleo
(kernel) especificas, como serd comentado posteriormente.

Por enquanto, considere um caso de classificacao binaria com fronteira de decisao linear,
como ilustrado na figura anterior. O objetivo é encontrar um plano de separacdo (neste
exemplo uma reta, ja que os dados formam um espago 2D), como ilustrado na linha b repre-
sentada na Figura 2.10. Esta reta possui a propriedade de estar equidistante dos elementos
mais proximos de cada uma das classes. As linhas tracejadas a e ¢, ambas paralelas a b,
representam os planos onde o elemento mais proximo de uma das classes é encontrado. Ob-
serve que neste caso existe uma margem de separacao que representa a distancia entre a e
b ou entre b e ¢, ou ainda, de forma equivalente, a distancia entre os pontos mais préximos

em cada uma das classes e o plano de separacao.
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Figure 2.10: Representacao do plano de separacao usando SVM. Fonte:

De forma ideal, o plano de separacao divide o espago em regides ocupadas somente por
elementos de uma mesma classe. No caso da classificacao binaria, é comum chamar estas
duas regioes de positiva e negativa. Para definir se um ponto estd na parte positiva ou na
parte negativa, sera utilizado um vetor w normal ao plano de separacao e com comprimento

arbitrario, como ilustrado na Figura 2.11.

plano de separag¢ao

* Positivo

0 Negétivo

Figure 2.11: Projecao do vetor normal ao plano de separacao.

Considere um grupo de dados de treinamento da forma

T = (X17 yl)a <X27 y2)7 s (Xma ym) (221)

onde, neste caso, as classe y; sao divididas em dois grupo, +1 e -1 (positivas e negativas) e x;
sao vetores contendo 2 elementos. Uma maneira de determinar se um ponto x; esta na parte
positiva ou na parte negativa dividida pelo plano de separacao ¢ avaliar o produto escalar

deste vetor com o vetor w. Lembrando que, do conceito de algebra linear, o produto escalar
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entre os vetores é definido como:
w-x = [Jwl| [Ix]| cos(6)

onde 6 é o angulo formado entre os vetores. Este operador retorna um escalar que representa
o produto da norma do vetor w com a projecao do vetor x sobre w, ou seja, representa uma
distancia na diregao do vetor w. Se esta distancia for suficientemente grande, o ponto estara
na parte positiva, senao estara na parte positiva. Por exemplo, pode-se definir que para que

um ponto esteja na parte positiva, temos que:
w-x>C (2.22)

onde C' ¢ uma constante (desconhecida ja que w ainda ndo é conhecido). De forma equiv-
alente, para um ponto na regiao negativa, o produto escalar deve ser menor que C'. Estas
relagoes também pode ser escritas da seguinte forma, usando uma constante arbitraria no

lado esquerdo:
e Sew-Xx;+b>0,entao y; = 1;
e Se w-x;+b <0, entao y; = —1;

Estas relacoes servem como um critério de decisao para saber se um dado ponto esta na
parte positiva ou negativa. Para aplicar este critério de decisao, é preciso definir valores para
b e w, que até este ponto nao sao conhecidos. Uma maneira mais compacta de representar
as duas condicoes acima ¢ multiplicar o termo w - x; + b por ;. Como no primeiro caso
este termo ¢é positivo e no segundo negativo, as duas relagoes podem ser escritas de maneira
equivalente como:

yi(w-x+b) >0 (2.23)

sendo que esta relacao ¢ valida para os dois casos.

2.4.1 Obtencdao da Margem Rigida

Considere um ponto qualquer x, posicionado, por exemplo, no lado positivo do plano de
separa¢ao, como ilustrado na Figura 2.12. A distancia deste ponto até o plano de separagao
é indicada como r. Para determinar a margem (distancia entre o plano de separacdo e o

ponto mais proximo), é necessario determinar o valor de r para todos os pontos.
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plano de
separagao

Figure 2.12: Projecao de um ponto x, sobre o plano de separacao.

Para isso, podemos utilizar a projecao ortogonal de x, sobre o plano de separacao, indicado
na figura como x,,. Como o vetor w também é ortogonal ao plano de separacdo, sabemos
que o vetor formado por x, — X}, serd paralelo ao vetor w. Isto implica que pode-se somar
o vetor x;, com o vetor w multiplicado por alguma constante para se obter x,.

Porém, como a magnitude de w nao é conhecida, esta constante nao pode ser determi-
nada. Por conveniéncia, pode-se transformar o vetor w em um vetor unitario (normalizado)
dividindo os elementos pela norma (w/||w]||) '*. Com isso, quando somado ao vetor x,, a

constante que deve multiplicar w sera a propria distancia r, ou seja:
Ty =) +r—- (2.24)

De forma geral, pode-se entender que w/||w|| define a direcdo em que se deve seguir e r o
quanto seguir para sair do ponto x;, e chegar no ponto x,.

Para obter a margem associada com os pontos, deve-se encontrar o maior valor de r possivel
tal que todos os pontos, tanto no lado positivo quanto no negativo, estejam a uma distancia
de pelo menos r do plano de separacao. Lembrando ainda a regra de decisao estabelecida na
Eq. 2.23, que definia a distancia até o plano de separacao, temos que para todos os pontos
a condicao

yi(w-x+b) >r (2.25)

deve ser satisfeita. Esta relacdo impoe que qualquer elemento, tanto na regido positiva
quanto na negativa, deve estar a uma distancia de pelo menos r do plano de separacao.
O objetivo do algoritmo é encontrar o maior valor de r possivel tal que estas condigoes

sejam satisfeitas. Isto gera um problema de otimizagao, onde deve-se encontrar w e b que

HVetores unitarios sdo vetores com comprimento igual a 1
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maximizem 7. Para obter este valor, é conveniente definir uma escala para os dados, de
forma que w - x + b = 1 para o ponto mais proximo ao plano de separacao. Assumindo que
este ponto mais proximo seja denotado x,, esta representacao em escala pode ser vista na

Figura 2.13.

Figure 2.13: Representacao em escala de x, como o ponto mais proximo ao plano de sepa-

ragao.

Como a projegao ortogonal de x,, denotada por x estd no plano de separacao, como
ilustrado na figura temos que:

w-X,+b=0 (2.26)
Isolando x], na equagao 2.24 e substituindo na expressao anterior:
W (Xa - TL) +b=0 (2.27)
[[w]

Como o produto escalar é um operador bilinear'?, a expressao pode ainda ser escrita como:

W W

(W Xa+b)—1 0 (2.28)

Twll ~

O termo entre parénteses serd, por definicao, igual a 1, como indicado anteriormente.
Como o angulo formado pelo vetor w com ele mesmo ¢é zero, temos que w - w = ||w]|?.
Substituindo estas expressoes na relagao anterior e simplificando, chega-se a conclusao que:

1

= W (2.29)

Considerando que o ponto X, seja 0 mais proximo ao plano de separagao, o critério de

decisao apresentado anteriormente (Eq. 2.23) pode agora ser reescrito como:

yi(w-x;+0b) > 1 i=1,2,3,...m. (2.30)

2Tsto implica que a- (rb+c¢) =r(a-b)+a-c
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Juntando estas informacoes, o problema de otimizacao pode ser expresso como:

Obtenc¢dao da margem: Dado um conjunto T' = (X1,¥1), (X2,%2), - - - (Xm, Ym), deve-se
encontrar w e b tal que a variavel r = 1/||w|| seja maximizada considerando as restri¢oes
yi(w-x;+b) > 1parai=1,2,3,...,m.

Este problema pode ser escrito de forma mais compacta como:

1 . . .
max ——, sujeito a y;(w-x;+b) > 1, i=1,2,3,...,m. (2.31)
wb |[wl|
Maximizar a variavel r = 1/||w|| é equivalente a minimizar ||w||, lembrando que este valor
serd sempre positivo. Na maioria dos casos, a condicao de otimizacao é apresentada como
sendo minimizar ||w]||?/2, pois isto apresenta vantagens do ponto de vista da aplicagao dos

algoritmos de otimizac¢ao (a funcao ira gerar um minimo global), entdo a relagdo anterior

pode também ser expressa como:

Forma equivalente para obten¢do da margem: Dado um conjunto T' = (X1,¥1),
(X2, %2), - - - (Xm, Um), deve-se encontrar w e b tal que ||w]||?/2 seja minimizada considerando
as restri¢oes y;(w - x; +b) > 1 parai=1,2,3,...,m.

Ou ainda:

1 2 C .
m151§HWH : sujeito & y;(w-x; +b) > 1, i =1,2,3,...,m. (2.32)

Neste material nao sera abordada a resolucao deste problema de otimizacao. Isto normal-
mente é feito através da introducao de uma funcao de Lagrange que engloba as restri¢oes
(veja Deisenroth et al. (2020)) para mais detalhes).

Neste caso, os valores de w e b sao obtidos como uma funcao do conjunto de pontos de
treinamento X, por isso, estes vetores sao chamados de vetores de suporte. Nesta formulacao,
a margem ¢é totalmente definida pelos elementos mais proximos ao plano de separagao, nao
sendo permitido que nenhum elemento esteja no lado errado do plano (um elemento positivo
no lado negativo ou vice-versa). Devido a esta restri¢do, esta abordagem é chamada de SVM
com margem rigida.

Apesar de ser um algoritmo muito eficiente quando os pontos estdao linearmente separa-
dos, a utilizagao de uma margem rigida gera problemas quando existem outliers nos dados.
Considere, por exemplo, os cenarios apresentados na Figura 2.14. No primeiro caso, como o

outlier esta cercado por pontos de outra classe, é impossivel encontrar um plano de separagao
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que satisfaca o critério definido pelo problema de otimizacao apresentado anteriormente. No
segundo caso, este plano até pode ser encontrado, porém, o resultado claramente apresenta
uma forte tendéncia de favorecer uma das classes devido a presenca de um outlier. Para evi-
tar estes problemas, deve-se permitir algum grau de flexibilizacao no algoritmo, de modo que
seja possivel que alguns pontos wiolem o critério de separagao. Com o objetivo de encontrar
uma margem o maior possivel limitando a quantidade de pontos que violam a separagao,

utiliza-se a abordagem de margem suave, como serd discutido a seguir.

2.0 2.0 =
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Figure 2.14: Representacao de casos onde a utilizagao de margem rigida nao é adequada.

Fonte: Géron (2019)

2.4.2 Obtencdao da Margem Suave

A abordagem com margem rigida funciona muito bem quando os dados estao linearmente
separados, porém, caso o plano de separagao seja nao-linear ou os dados de treinamento pos-
suam ruidos, é conveniente permitir que alguns elementos estejam dentro da regiao definida
pela margem ou mesmo no lado errado do plano de separacao. Para este procedimento,
pode-se utilizar uma abordagem de SVM com margem suave. Esta formulagao pode ser

obtida por duas formas diferentes, como seré discutido a seguir.

Utilizacdo de uma Variavel de Folga

Umas das formas de se obter uma SVM com margem suave ¢é introduzir uma varidvel de
folga &; (slack variables, muitas vezes também traduzidas como varidveis de relaxamento),
para cada par (x;,y;). Quando o elemento estiver no lado correto da regiao definida pelo
plano de separacao e fora da margem, é atribuido o valor zero para &;.

Porém, caso a variavel esteja no lado errado (ou seja, classificada de forma errada) ou

dentro da margem, a variavel §; ird receber o valor da distincia do ponto até a marge do
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lado correto. Assim, para pontos positivos (y; = 1) & sera a distancia até a margem do lado
positivo e para pontos negativos (y; = —1) serd a distancia até a margem do lado negativo.

Esta defini¢do é representada na Figura 2.15 3.

Figure 2.15: Representagao da determinacao das variaveis de folga. Fonte: Le et al. (2018)

Considerando a presenca da variaveis de folga, o problema de otimizagao apresentado na
Eq. 2.32 é reformulado. Agora, ao invés de simplesmente minimizar ||w|| (o que equivale a

maximizar r), serd buscado minimizar a seguinte relagao:
m
1 2
Siwl*+C Z &
2 ,
=1

onde C' é uma constante que deve ser informada pelo usuario, sendo chamada de pardmetro
de requlariza¢do, de forma anédloga ao processo de regularizacao discutido na Secao 2.2.3.
Se um valor pequeno de C' for utilizado, as variaveis de folga terdao pouca influéncia no
resultado da otimizacao, e como resultado é comum obter uma separacao com maior margem
(e consequentemente mais elementos dentro da marge ou classificados de forma errada). Se
um valor de C' alto for utilizado, obtém-se uma menor margem, como ilustrado na Figura
2.16.

A principio, pode parecer que uma margem mais estreita é vantajosa, porém nem sempre
este é o caso. Quanto menor a margem, menor serd a capacidade de generalizacao do
algoritmo, o que pode levar a sobreajuste. De fato, comparando os resultados apresentados

na Figura 2.16, pode-se ver que o desempenho dos dois casos ¢ muito similar.

T

13Nesta figura, o termo w - x é apresentado como w’x, o que é equivalente considerando que os dois termos

sao vetores com mesma dimensao.
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Figure 2.16: Margens obtidas com C'= 1 e C' = 100. Fonte: Géron (2019)

Além de alterar o parametro que deve ser minimizado, é preciso rever a restricao y;(w -
x; +b) > 1, pois se ela for mantida, nenhum elemento podera estar dentro da margem. Para
permitir que isto ocorra, pode-se subtrair o termo &; do lado direito, assim, os casos que
estao dentro da margem ou no lado errado da classificacao nao impedem a otimizagao. Com

isso, o problema de otimizac¢ao é retomado como:

Obtencao da margem suave usado wvaridveis de folga: Dado um conjunto T =
(x1,v1), (X2,92); - - (Xm, Ym), deve-se encontrar w, b e & tal que ||w|>/2+ C> " & seja
minimizado considerando as restri¢oes y;(w-x; +b) > 1—¢ parai=1,2,3,...,me & > 0.

Ou ainda:

1 m
mbug §||W|]2+CZ& , sujeito & y;(wW-x;+b) > 1-&, i=1,2,...,m., & >0 (2.33)
W,0,G4 i=1

Este tipo de formulacao, utilizando um parametro de regularizacao C', é muitas vezes
chamada de C-SVM. Observe que, caso & = 0 para todos os elementos, o problema retorna
a sua formulacao com margem rigida (Eq. 2.32). Outra maneira de se obter uma formulagao
com marge suave é utilizar uma funcdo de perda (loss function) no lugar de uma variavel de

folga, como sera visto a seguir.

Utilizacdo de uma Funcdo de Perda

Em otimiza¢do, uma funcao de perda (ou funcao custo) é uma funcao utilizada para
mensurar algum “custo” associado com uma série de eventos, como discutido na secao 2.2.

No contexto de algoritmos de classificacao, esta ¢ uma funcao utilizada para penalizar o

algoritmo por alguma classificacao incorreta. Como visto anteriormente, o critério ideal
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para todos os pontos é que (Eq. 2.30):
yi(w-x; +0) > 1 i=1,2,3,...m

Isto implica que todos os pontos estao classificados corretamente e fora da margem. Esta
relacao pode ser utilizada para a obtencao de uma funcao de perda, ji que quanto menor
estiver este valor, pior serd a classificacao. A funcao de perda mais utilizada neste caso é a
fungao perda de articulag¢io (hinge loss), definida como:

0 se t>1
((t) = max(0,1 —t) = (2.34)

1—-1% se t<1
onde t = y;(w - x; + b). Assim, se o critério anterior for satisfeito (Eq. 2.30 ou de forma
equivalente ¢t > 1), a funcao objetivo nao sera penalizada. Se o critério nao for satisfeito, a
funcao é penalizada de maneira linearmente proporcional ao desvio. Utilizando esta funcao

de perda, o problema para otimizar a margem pode ser escrito como:

Obtencao da margem suave usado funcao perda de articulacao: Dado um con-
junto T = (x1,%1), (X2,%2); - - - (Xm, Ym ), deve-se encontrar w e b tal que ||w][*/2
+C > " max(0,1 — y;(W - x; + b)) seja minimizado.

Ou ainda:

N B —
min (§||w|| + C’izl max(0, 1 — y;(w - x; + b))) (2.35)

Veja que neste caso o problema de otimizacao nao exige uma restricao quanto ao valor
yi(w - x; + b)), ja que a propria fungdo objetivo ira buscar o melhor valor para este termo.

A classificagao utilizando SVM com marge suave funciona muito bem quando a separacao
dos dados é aproximadamente linear, porém para fronteiras nao-lineares o algoritmo neste
formato nao ir4 desempenhar um bom resultado. Para estes casos, pode-se realizar algumas

mudancas na forma como os dados sao representados, como serd discutido a seguir.

Um exemplo de aplicagao de méaquinas de suporte lineares para classificacao binaria é

apresentado neste video'.

Mhttps://www.youtube.com /watch?v=pF2fLIUnqE4
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2.4.3 SVM Nao-Lineares

Quando nao existe uma separacao linear entre as classes, pode-se utilizar uma estratégia de
adicionar um novo atributo ao conjunto de dados de forma a torna-los linearmente separéaveis
em um espaco com maior dimensao. Por exemplo, considere o conjunto de dados com dois

atributos apresentados na Figura 2.17.
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Figure 2.17: Conjunto de dados nao-linearmente separaveis. Fonte: Muller and Guido (2017)

Analisando os dados, fica claro que nao é possivel utilizar uma fronteira de decisao linear
para separar os dados. Uma maneira de buscar uma separacao entre os dados é atribuir
um terceiro valor para cada ponto, passando o conjunto para um espaco 3D. Por exemplo,
considere que este novo valor seja o valor do parametro indicado como Feature 0 (eixo x do
grafico) elevado ao quadrado. Isto fara com que os pontos onde o parametro Feature 0 tem
um valor diferente de zero se afastem da origem, neste novo eixo z criado, proporcionalmente
ao valor da Feature 0 2. O resultado pode ser visto na Figura 2.18, juntamente com o plano
de separacao obtido. Com isso, é possivel separar as classes neste novo espaco criado.

Para entender como a obtencao de parametros em uma dimensao maior pode ser feita, é
interessante analisar o problema de otimizacao definido na Equacao 2.33 apos a aplicacao
do Lagrangiano. A obtencao detalhada desta equacao pode ser encontrada em Deisenroth

et al. (2020):
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Figure 2.18: Plano de separacao considerando um terceiro parametro no conjunto de dados.

Fonte: Muller and Guido (2017)

m

1 m m
min (5 Z Yy 00 (X - Xj) — Z oz,) (2.36)
i=1 j=1

j i=1

sujeito a Zyiai:O onde 0<,<C 1=1,23,...m
i=1

Nesta expressao, os termos «; representam os multiplicadores de Lagrange utilizados para
incluir as restrigoes na fungao objetivo (por enquanto, é suficiente saber que estes valores sao
escalares). O interessante desta fungao objetivo é que os pontos x; ndo aparecem de forma
explicita na funcao objetivo, sendo que esta depende somente do produto escalar entre os
pontos.

Como discutido anteriormente, uma maneira de tornar o problema linearmente separavel é
adicionar mais atributos para cada vetor x, aumentando o ntimero de elementos deste vetor.
De forma geral, isto pode ser representado como um operador ¢(x) que ird mapear o vetor
x em um espaco de maior dimensao. No exemplo anterior, onde foi adicionado um terceiro

atributo equivalente a outro elevado ao quadrado, esta fungdo ¢(x) mapeia um espago 2D
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em um espago 3D (¢ : R? — R3) da forma:

P(x) = d(x1,22) = (21, 22, 27) (2.37)

Com isso, o problema de otimizacao anterior pode ser re-escrito considerando este mapa

¢(x) da seguinte forma:

min (% > Z yivciog ($(xi) - S(x5)) — Y 0@) (2.38)

i=1 j=1 i=1
m

sujeito a Zyiai:() onde 0<o,<C 1=1,2,3,...m
i=1

Isto equivale a aplicar o algoritmo de SVM com margem suave em um espago com dimensao
maior que o original, definido pelo operador ¢(x).

Para problemas simples pode-se definir esta fungao ¢(x), mapear os elementos neste novo
espaco e calcular os produtos escalares resultantes. Porém, além de ser computacionalmente
custoso, na pratica é muito dificil determinar qual fungao ird tornar o problema linearmente
separavel. Para auxiliar nesta tarefa, é utilizado uma estratégia chamada de truque do kernel,
que consiste em utilizar uma funcao kernel para mapear os pontos em um espaco de maior
dimensao. De forma geral, uma funcao kernel K é uma func¢ao aplicada em um par de vetores
x pertencentes a um conjunto X e que retorna um valor real, ou seja, K : X x X — R.

Considerando que esta fungao seja continua, simétrica e nao-negativa (teorema de Mercer),

pode-se definir uma funcao kernel de forma que

k(xi,x5) = o(x1) - o(%y) (2.39)

Ou seja, ao invés de definir explicitamente um mapa nao-linear ¢(x), calcular os novos ele-
mentos e seus produtos escalares, é definida uma funcao kernel que define de forma implicita
o produto escalar entre dois elementos. Com isso, ndo é necessario determinar a fungio ¢(x)
ou mesmo o novo espago onde os dados serao definidos. De fato, pode-se até mesmo projetar
os dados em um espaco com dimensao infinita para obter uma separacao linear.

Com base na definicao da funcao kernel, o problema de otimizacao para SVM nao-linear

pode finalmente se escrito como:

main (% zm: f: yiyjouogk(xi, x5) — zm: CJéi) (2.40)

i=1 j=1 i=1

sujeito a Zyiai:0 onde 0<a; <C i=1,2,3,...m
i=1
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A grande vantagem da utilizacao de kernels é que a estrutura do algoritmo praticamente
nao é alterada, sendo somente necessario calcular esta fungao para cada conjunto de pontos,
o que normalmente é muito mais rapido do que definir a fungao ¢(x) e calcular os produtos
escalares.

O kernel mais simples que pode ser utilizado é o proprio kernel linear:
k’(Xi,Xj) = Xj * Xj (241)

que irad retornar a propria formulacao das SVM lineares.
Existem diversos kernels propostos na literatura, entre os mais utilizados pode-se citar os

seguintes:
e Kernel polinomial: definido de forma geral como:
ki, x5) = (0% x3) + 1)’ (242
onde v, r e d sao parametros definidos pelo usuério.

e Kernel sigmoidal: este kernel utiliza uma separacao da seguinte forma:
k(xi,%x;5) = tanh(y(x; - x5) + 1) (2.43)
novamente, os parametros v e r sao definidos pelo usuério.

e Kernel RBF (Radial Basis Function) : esta fun¢do é uma das mais utilizadas, sendo

definida de forma semelhante a uma distribuicao Gaussiana, como:
k(xi,%5) = exp(—7[xi — xj]|*) (2.44)

Como este kernel considera diretamente a distancia entre os pontos, ele possui uma
abordagem com estratégia similar ao k-NN, onde pontos mais proximos possuem uma

influéncia maior (lembrando que o expoente e negativo e v > 0).

No caso do RBF, somente dois parametros devem ser ajustados: v e o parametro de
regularizacao C. Como discutido anteriormente, um valor baixo de C' diminui o peso
dos dados classificados de forma errada ou dentro da margem, gerando uma classificacao
mais suave, enquanto que um valor alto tende a classificar mais pontos corretamente
com uma menor generalizacao. Como este parametro multiplica todo o somatério, ele

pode ser visto como um parametro global.
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O parametro v, por sua vez, pondera o peso de cada par do conjunto de treinamento.
Quanto maior o valor de v, mais proximo os pontos devem estar para serem afetados
(novamente, lembrando que o expoente é negativo). Com isso, altos valores de v ten-
dem a gerar uma fronteira de decisao mais irregular, com curvas em volta de elementos
individuais (semelhante ao k-NN). Baixos valores de 7, por sua vez, geram uma fron-
teira mais suave. A escolha de valores adequados para C' e v é muito importante, pois

estes tem uma influéncia muito grande no resultado.

Um exemplo de aplicacao de maquinas de suporte com kernel nao-linear para classificacao

binaria é apresentado neste video'?.

2.5 Naive Bayes

Os métodos baseados na abordagem Naive Bayes sao uma classe de algoritmos probabilis-
ticos, onde é determinada a probabilidade de um dado elemento, possuindo um conjunto de
atributos, pertencer a uma classe especifica. Esta classificacao é feita com base no Teorema
de Bayes'®, que sera apresentado a seguir. Mais detalhes sobre a aplicacio do teorema de

Bayes em algoritmos de classificagdo podem ser encontrados em Kubat (2017).

2.5.1 Introducao ao Teorema de Bayes

Para entender como a classificacao Bayesiana é realizada, é interessante antes definir os
conceitos de conhecimentos a priori e a posteriori. Estes termos foram definitos por Kant na
introdugdo a sua Critica da Razio Pura (Kant, 2012). O conhecimento a priori é “todo aquele
que seja adquirtdo independentemente de qualquer experiéncia’, ou seja, o conhecimento que
nao depende de observacoes, aquilo que pode ser assumido como verdade. Nas palavras
do autor, “(...) se alguém escava os alicerces de uma casa, a priori poderd esperar que ela
desabe, sem precisar observar a experiéncia da sua queda, pois, praticamente, jd sabe que
todo corpo abandonado no ar sem sustentacao cai ao impulso da gravidade’.

O conhecimento a posteriori, em oposicao, é todo aquele que depende da experiéncia ou

observacao, aquilo que nao pode ser assumido sem que uma andlise do sistema seja feita.

https: //www.youtube.com /watch?v=VCXngi7-U4s
16Para uma excelente explicacio deste teorema, veja este video.
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Por exemplo, pode-se considerar a priori que todo fluido escoa, pois esta informacao esta
contida na definicao de fluido. Porém, para afirmar, por exemplo, que todo fluido em um
dado processo é liquido, devem ser feitas observacoes que comprovem ou refutem esta ideia,
sendo este um conhecimento a posteriori.

No contexto de algoritmos de classificacdo, os conhecimentos a priori sao as defini¢oes
que nao dependem da relacao entre os atributos de um elemento e sua classe. Para ilus-
trar, considere uma versao simplificada do exemplo avaliado no inicio deste capitulo, onde
um processo foi classificado como adequado ou nao-adequado em funcao da temperatura e
pressao. Para simplificar, estes dois casos serao tratados como positivo e negativo. Além
disso, considere também que o tnico atribuito analisado foi a temperatura e esta podia as-
sumir somente 2 valores, alta ou baixa. Um possivel cenario de anélise nesta condicao é

representado na Tabela 2.4, com um conjunto de 100 amostras.

Table 2.4: Classificagao para ilustracao do Teorema de Bayes.

Condicao Amostras Condicao Amostras
Processo positivo 50 Temperatura alta e processo positivo 45
Processo negativo 50 Temperatura alta e processo negativo 15
Temperatura alta 60 Temperatura baixa e processo positivo 5

Temperatura baixa 40 Temperatura baixa e processo negativo 35

Considerando os valores apresentados, como existem 50 processos positivos em 100 amostras,
a probabilidade de um processo qualquer ser positivo é de 50%, o que pode ser expresso
como P(pos) = 0.5. De forma semelhante, a probabilidade de ser negativo também é 50%
(P(neg) = 0.5). Com relacao a temperatura, existe 60% de chance de uma amostra possuir
temperatura alta e 40% de possuir temperatura baixa, assim, P(alta) = 0.6 e P(baiza) = 0.4.
Veja que estes valores nao dependem da relacao entre a temperatura e o tipo de processo,
por isso, sao informagoes conhecidas a priori.

Avaliando a segunda coluna da tabela, obtém-se uma relacao entre as varidveis temperatura
e tipo de processo. Esta é uma informacao a posteriori, pois depende de uma observacao que
relacione as duas varidveis. Considerando as 60 amostras com temperatura alta, 45 delas
equivalem a um processo positivo, o que quer dizer que dado um processo com temperatura
alta, existe 45/60 = 75% de chance de ele ser positivo. Isto pode ser representado como

P(pos|alta) = 0.75. O simbolo ‘|” pode ser lido como ‘dado que’.
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Agora, pode-se fazer a pergunta contraria: Qual a probabilidade de uma amostra ter
temperatura alta dado que o processo é positivo? Para isto, utiliza-se o teorema de Bayes,

que neste caso pode ser apresentado como:

P(pos|alta)P(alta)

P(altalpos) = P (pos)

(2.45)

Substituindo os valores, obtém-se que P(alta|pos) = 0.9. Isto esta de acordo com os dados
da tabela, onde de 50 amostras positivas, 45 possuem temperatura alta (45/50 = 0.9). De

forma genérica, o teorema de Bayes pode ser expresso como:

P(B|A)P(A)

(2.46)

ou seja, a probabilidade de A ocorrer desde que B seja verdadeiro é igual & probabilidade
de B ocorrer desde que A seja verdadeiro multiplicado pela razao entre as probabilidades
de A e B ocorrerem individualmente. Apesar de simples, o teorema de Bayes é capaz de
relacionar conhecimentos a priori e a posteriori, sendo um dos mais importantes teoremas

na teoria da probabilidade.

Ezxzemplo: Uma aplicacao pratica do teorema de Bayes é na determinacao da eficacia de
testes de doencas. Por exemplo, considere que uma pessoa aleatoria faca um teste rapido
do tipo IgG para Covid-19 e o resultado seja positivo. Como este resultado pode ser trans-
formado em uma probabilidade de que a pessoa de fato tenha a doenca? Ou seja, qual
P(covid|pos)?

Para responder esta pergunta, a primeira coisa que precisamos saber é P(pos|covid), ou
seja, qual a chance de o resultado ser positivo dado que a pessoa possua a doenca. Este
valor é chamado de sensibilidade do teste!”. Considerando, por exemplo, o teste COVID-19
IgG ECO, sua sensibilidade é de 95%, ou seja, a cada 100 pessoas infectadas analisadas, 5
resultados serao falsos negativos. Porém, isto nao quer dizer que uma pessoa analisada e com
resultado positivo tem 95% de chance de estar com a doenca, para responder isto é preciso
também conhecer P(covid) e P(pos), ou seja, as probabilidades individuais de alguém ter a
doenca e a de ser testado positivo.

Considerando o ntimero de casos it confirmados em 16/06,/2020, 0.432% da populagao
brasileira possui a doencga, ou seja, para esta amostra P(covid) = 0.00432. Por ultimo, é

preciso saber a probabilidade de um individuo ser testado como positivo (P(pos)).

I7A sensibilidade e a especificidade de diferentes testes podem ser encontradas neste relatério. Obs.: Sensi-
bilidade = (positivos verdadeiros)/(positivos verdadeiros + falsos positivos), especificidade = (negativos

verdadeiros)/(negativos verdadeiros + falsos positivos)
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Para determinar este valor, é conveniente pensar em duas diferentes situacoes: existe
uma chance de o individuo testar positivo e ter a doenga (positivo verdadeiro) e uma
chance de testar positivo e nao ter a doenga (falso positivo). A chance de ter um pos-
itivo verdadeiro serd igual ao produto da sensibilidade do teste pela probabilidade de o
individuo ter a doenga (P(covid|pos)P(covid)). De forma semelhante, a chance de um falso
positivo serd igual a probabilidade de o resultado ser positivo para uma pessoal saudéavel
(P(pos|saudavel)) multiplicado pela probabilidade de o individuo ser saudavel (1— P(covid)).
O valor P(pos|saudavel) é relacionado com a especifidade do teste (1 - especificidade), e para
o COVID-19 TgGG ECO é de 0.01. Com isso, o teorema de Bayes pode ser expresso como:

P(covid|pos) P(pos)
P(covid|pos) P(covid) + P(pos|saudavel)(1 — P(covid))

P(pos|covid) = (2.47)

Substituindo os valores, obtém-se que P(pos|covid) = 29.18%, ou seja, a probabilidade
de uma pessoa aleatoria, testada como positivo, ter a doenca é de menos de 30%. Esta é
uma das grandes dificuldades em se analisar um grande nimero de individuos e obter dados

precisos utilizando testes rapidos.

2.5.2 Classificacao Bayesiana

Considere agora um caso onde existe um conjunto de amostras contendo vetores x com

diversos atributos e classes y associadas, da forma:

T = (x1,91), (X2, 2), (X3,93); - - - (Xm), Ym) (2.48)

Neste caso, o vetor com os atribuitos pode possuir um nimero qualquer de valores, bem
como é permitido que y possua mais de duas classes (classificagdo multiclasse). O teorema
de Bayes ainda pode ser aplicado nesse caso. Por exemplo, a probabilidade de um elemento
x pertencer a umda da classe y; pode ser representado como P(y;|x) (o que pode ser lido
como a probabilidade da classe ser y; dado que o vetor dos atributos seja x). Usando o
teorema de Bayes, isto pode ser calculado como:

P(X|yi)P_(yi)

(2.49)

Para saber a qual classe o elemento x possui maior chance de pertencer, deve-se avaliar
sua probabilidade com relacao a todas as possiveis classes y; e determinar o valor maximo.

Como o objetivo é maximizar P(y;|x), esta estratégia é muitas vezes chamada de mdzimo a

45



posteriori. Veja que na expressao anterior o denominador nao depende de y;, de modo que
pode-se pensar que o objetivo é encontrar a classe que maximize o termo P(x|y;) P (v;)-

O termo P(y;) é facil de ser determinado, basta avaliar a frequéncia com que a classe y;
aparece no conjunto de dados (ou seja, somar todos os elementos pertencentes ao grupo y; e
dividir pelo niimero total de elementos).

O termo P(x|y;) nao ¢ tao simples de ser calculado. Este termo pode ser entendido como
a probabilidade de um elemento pertencente a classe y; ser descrito exatamente pelo vetor
x. Em sistemas simples, com poucos atribuitos e onde estes podem assumir poucos valores,
eventualmente este valor pode ser diretamente calculado, porém na maioria dos casos isso
nao é possivel. Considere, por exemplo, um caso onde cada elemento possui 12 atributos
e cada atributo pode assumir 8 valores. A chance de um vetor x aleatério possuir os 12
elementos que correspondam exatamente a valores presentes no conjunto de testes é muito
baixa 8.

A ideia dos algoritmos baseados em Naive Bayes é considerar que pode-se relacionar a
probabilidade P(x|y;) com a probabilidade associada com cada elemento do vetor x indi-
vidualmente. Considere que x = (z1,x9,3,...x,), a probabilidade de que a amostra seja
da classe y; dado que o i-ésimo elemento do vetor x seja x; serd P(z;|y;). A hipotese de
Naive Bayes é assumir que P(x|y;) pode ser calculado como o produtério das probabilidades

associadas a cada elemento do vetor x, ou seja:

n

P(x[y;) = HP(%H/Z) (2.50)

i=1
Esta abordagem desconsidera qualquer efeito que um atributo possa ter sobre o outro, as-
sumindo que todos sao independentes. Por isso, é chamada de naive (ingénua). Juntando
as expressoes obtidas anteriormente, pode-se definir que o classificador baseado em Naive
Bayes ira buscar a classe y; tal que o termo P(y;) [[;—, P(z;|y;) seja maximizado, sendo que

este problema de otimizacao pode ser expresso como:

n

max P(y;) [P ilw) (2.51)

i=1

Para casos onde os atributos podem assumir apenas um conjunto de valores, as proba-
bilidades individuais P(x;|y;) podem ser calculadas como a frequéncia relativa com que os
elementos pertencentes a classe y; possuem o atributo z; (ntimero de elementos da classe

y; que possuem o atributo z; dividido pelo total de elementos da classe y;). Com isso, o

181 chance em 68719476736.
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problema pode ser resolvido e a probabilidade de uma dada amostra x pertencer a cada uma
das classes y; pode ser calculada.

Porém, quando os atribuitos x; sao variaveis continuas (como por a temperatura ou pressao
no exemplo inicial deste capitulo), é necessario transformar esta probabilidade discreta em
continua, o que pode ser facilmente realizado utilizando uma funcao de densidade de proba-

biltdade, como serd discutido a seguir.

2.5.3 Funcées de Densidade de Probabilidade (PDF)

No caso de atributos que podem assumir valores continuos, deve-se aplicar alguma es-
tratégia para determinar como esta varidvel afeta a probabilidade da classificagao. Uma
maneira simples é dividir o intervalo onde esta variavel estd definido em subdominios, ou
seja, discretizar esta variavel. Por exemplo, no inicio desta secao a variavel temperatura
foi dividida em duas classes (alta e baixa). Para ilustrar, considere que uma temperatura
alta corresponde a mais de 300°C e uma temperatura baiza a menos de 300°C. No exemplo
avaliado, haviam 60 amostras na classe alta e 40 na classe baiza.

E claro que neste processo perde-se muita informacao, ja que existe uma grande faixa
de valores definidos, por exemplo, como temperatura alta. Para contornar este problema,
pode-se definir um ndmero maior de subclasses, cada uma englobando uma faixa menor
de temperatura. Com isso, diminui-se também o ntmero de elementos em cada classe.
Suponha, no entanto, que o conjunto de dados seja muito grande (tendendo a infinito).
Pode-se continuar dividindo os dados em subdominios cada vez menores, até se obter divisoes
infinitesimais. Neste limite, a funcao que relaciona o nimero de amostras presentes em cada
um dos subdominios se torna uma fun¢ao continua p(x). Esta funcao é chamada de func¢édo
de densidade de probabilidade (pdf). Um valor alto de p(z) indica que existem muitos
elementos no conjunto de dados com o atribuito (temperatura, por exemplo) préximo a z,
enquanto que um valor baixo indica que poucos elementos possuem esse valor.

Seguindo a nomenclatura normalmente utilizada, as pdf’s serdo identificadas por p(x),
porém, deve-se ter cuidado para nao confundir estas fungoes com as probabilidades P(z)
usadas até entdo. De forma geral, p(z) representa a pdf associada com todos os elementos,
independente da classe a qual eles pertencem. Caso a funcao seja obtida considerando
somente os elementos de uma dada classe y;, ela serd identificada como p,, ().

A funcdo p,, (z) representa a probabilidade de que os elementos da classe y; possuam um
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dado atributo com valor de x. Esta interpretagdo é muito similar ao conceito de P(z;|y;),
ou seja, a probabilidade de o atributo ser igual ao valor discreto x; dado que a classe seja
y;. Por isso, na andlise de atributos continuos, o teorema de Bayes é reescrito da seguinte
forma:

_ py(@)P(y:)

P(yilx) = @ (2.52)

Nesta equagao, P(y;) continua sendo a frequéncia com que os elementos da classe y; estao
presentes (nao depende do atribuito z). Assim como discutido anteriormente para atributos
discretos, deve-se encontrar a classe com maior probabilidade de conter o elemento com o
atributo x, ou seja, deve-se encontrar o maior valor de P(y;|x) dentre todas as classes y;.
Como p(z) nao depende da classe, novamente o objetivo é entao maximizar o numerador da
expressao acima.

Na pratica, ¢ comum que existam diversos atributos associados com cada elemento de modo
que nao existe uma unica p,, (z). Seguindo a mesma ideia do Naive Bayes, sera considerado
que os atribuitos sao mutuamente independentes. Para um caso onde os atributos sejam
dados por um vetor x = (z1, X2, ...T,), a fungao de densidade de probabilidade com relagao

A este vetor serd calculada como o produtoério das pdf’s com relagao a cada um dos termos:

Py (%) = pri (i) (2.53)

Com esta expressao, o teorema de Bayes, para estimar a probabilidade de um elemento

com todos os atributos (z1, za, x3, ..., x, pertencer a classe y;, pode ser expresso como:
P(y;) -
P(yilx) = Py, (2i) (2.54)
Z p(x) 11 o

Como o objetivo é encontrar a classe y; que maximize a expressdo anterior e p(x) =
[1;-, p(x;) nao depende de y;, o problema de otimizacdo apresentado na Eq. 2.51 pode ser

avaliado como:

masx P(y) [ [ () (2:55)

i=1
Para finalizar o problema, resta a questao de como obter cada pdf p,, (z;). Normalmente, é

nesta etapa que os diversos algoritmos baseados em Naive Bayes se diferem. Detalhes sobre

este procedimento serao apresentados a seguir.
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2.5.4 Obtencao das PDF’s individuais

Para obter as funcoes de densidade de probabilidade, ¢ comum a utilizacao de curvas
padrao que se adequam a grande parte dos casos. A mais utilizada é a funcdo Gaussiana,

onde a pdf é calculada como:

1 (x; — ,uy,)2
(1)) = eep (=T ) 2.56
o) = e (L (256)

O resultado desta equacgao sao as classicas curvas mostradas na Figura 2.19. Para ajustar
os parametros oy, € fi,, (varidncia e média), pode-se utilizar os proprios valores conhecidos
de z;. Por exemplo, considere que existam m elementos no conjunto de dados que pertencem

a classe y;. Os parametros podem ser avaliados como:

1 & 1 &
2 2
oy = — Y@ op = ———=> (r;—p) (2.57)
mei3 m-14
L0 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 I 1
[ H=D, 0202, =
H=0, @10 —
08 B=0, %50, —
- B=-2, 0205, ——

oz

on

Figure 2.19: Exemplos de funcoes Gaussianas.

Para casos onde a distribui¢ao Gaussiana nao se encaixa bem na representacao dos dados,
pode-se utilizar outras formas de distribui¢ao, como por exemplo uma distribuicao multino-

mial'®. Neste caso, as funcoes de densidade de probabilidade sao calculadas como:

k+«
Py (i) = = (2.58)

onde k é o nimero de vezes que o atributo z; aparece em um elemento da classe y;, n é

o nimero total de atributos presntes nos elementos da classe y;, m é o nimero total de

19Esta é uma das abordagens mais utilizadas para classificacio de textos, por exemplo, para classificacio de

spams, linguagem em que foi escrito, sentimentos associados ao texto, etc.
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atributos de cada elemento e a é um parametro de suavizagao definido pelo usuério, com
valores entre 0 e 1. Por exemplo, se @ = 0, a funcdo ird retornar k/n, que é a frequéncia
com que o atribuito x; aparece nos elementos da classe ;. Uma vantagem de utilizar o > 0
é que, caso algum atributo nao apareca no conjunto de treinamento, sua probabilidade de

aparecer no futuro nao serd automaticamente zerada.

Considerando as caracteristicas gerais dos modelos baseados em Naive Bayes, estes algo-
ritmos costumam apresentar um bom desempenho na classificacao de conjuntos de dados

grandes e onde a hipotese ingénua de que os um atributo nao influencia no outro é vélida.
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3 Algoritmos de Regressao

Os algoritmos de aprendizagem que relacionam um conjunto de atributos de entrada com
uma ou mais saidas continuas, que podem assumir qualquer valor dentro de um intervalo,
sao chamados de algoritmos de regressao. O exemplo mais simples deste tipo de modelo é o
simples ajuste de pontos a uma curva y = f(x), onde pode-se associar um tnico atributo x
com uma saida y. Porém, assim como no caso da classificacao, pode ser necessario associar
a saida com uma série de atributos em um vetor x.

A maioria dos algoritmos de classificagdo podem ser aplicados para regressao tratando as
classes como valores continuos e nao discretos. Por exemplo, considere o caso do k-NN. Uma
forma de aplicagao deste algoritmo para regressao consiste em obter os valores (e nao as
classes) associados com os k vizinhos mais proximos do ponto avaliado e atribuir a média
destes valores para o ponto.

Neste capitulo serao apresentados os conceitos bésicos relacionados com a obtencao e
aplicacao de algoritmo de regressao linear e utilizando redes neurais. A regressao linear
consiste basicamente em ajustar os pontos a um modelo linearmente dependente de um
conjunto de parametros, portanto, aqueles ja familiarizados com a area de estimacao de
parametros verdo muitas similaridades. E importante definir alguns conceitos basicos de
forma clara, pois estes serao posteriormente generalizados para a formulacao de algoritmos

baseados em redes neurais.

3.1 Regressao Linear

De forma geral, o objetivo dos algoritmos de regressao é prever o valor de uma ou mais
variaveis continuas y, normalmente chamadas de varidveis objetivo, a partir de um vetor
x contendo n atributos conhecidos. Assim, dado um conjunto de treinamento contendo m

elementos X = (xy, Ts, ..., T,,)! juntamente com os valores associados das variaveis objetivo
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para cada elemento, ¥y = (y1,%2,...,Ym)’, 0 objetivo é prever o valor y; correspondente a
um novo vetor x;.

Assim como no caso dos problemas de classificacao, existe uma incerteza associada com
a regressao. Do ponto de vista probabilistico, um modelo de regressao é utilizado para
obter a probabilidade condicional p(y|x), ou seja, uma fun¢do que descreve a distribuigdo de
probabilidade da variavel objetivo assumir o valor y dada uma entrada .

A maneira mais simples de relacionar o vetor de atributos com a variavel objetivo é uti-
lizando uma fungao f(x). Inicialmente, considere que exista somente uma variavel objetivo,
de modo que f(x) mapeia uma entrada * € R" com uma saida f(x) € R. Utilizando
esta formulacao, a varidvel objetivo prevista para um elemento x; pode ser expressa como
y; = f(x;) + €, onde € é uma medida do erro associado com a representacao, podendo ser
causado por ruido no dados de treinamento ou simplesmente porque o modelo proposto para
f(x) nio representa bem os dados. E comum considerar que £ possua uma distribuico
Gaussiana com média igual a zero e variancia o. Na Figura 3.1 é ilustrado um exemplo de
regressao (linha azul) considerando pontos associados com uma entrada contendo somente
um atributo x. Sao apresentadas também curvas (linhas amarelas) ilustrando a distribuigao

de probabilidade associada com alguns pontos, seguindo uma distribuicao Gaussiana para ¢.

0.4
0.2 ys
—0.21 \_{/ \\/

—0.4-

-4 =2 0 2 4

Figure 3.1: Exemplo de regressao. Pontos representam dados de treinamento com ruido. A
linha azul representa o modelo f(x), enquanto que as linhas amarelas representam
y = f(x)+e considerando uma distribui¢ao Gaussiana para €. Fonte: (Deisenroth

et al., 2020)
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A escolha da funcao f(x) é obviamente muito importante para o problema. Assim como
para os problemas de classificacao, deve-se buscar uma representagao capaz de generalizar os
dados e com isso prever de maneira correta valores associados com novos pontos. Por isso,
uma estratégia de simplesmente minimizar o desvio € pode levar a sobreajuste e deve ser
utilizada com cautela. Conforme apresentado por (Deisenroth et al., 2020), a escolha de um

modelo de regressao adequado esta associada com a resolugao de uma série de problemas:

e Escolha de um formato para funcao f(x) juntamente com uma parametrizagao (nimero
de parametros 0 da fungao) adequados: Por exemplo, se for adotada uma representagao

polinomial, qual a ordem deste polinomio?

e Determinagao dos parametros de f(x): Nesta etapa, deve-se utilizar uma estratégia
de otimizacao que permita obter os parametros @ que minimizem o erro, como por
exemplo a escolha de fun¢oes de perda adequadas e qual algoritmo de otimizacao sera

utilizado para minimizar a perda;

e Relacao do modelo escolhido com sobreajuste: Modelos muito complexos (com muitos
parametros) tendem a se ajustar melhor aos dados de treinamento, porém podem levar

& sobreajuste e perda da capacidade de generalizagao;

e Modelagem da incerteza dos dados: A partir de um conjunto finito de dados de treina-

mento, como é possivel obter uma medida da confianca relacionada com o modelo

obtido?

Uma anélise detalhada de todos estes objetivos estd além do objetivo deste material,
porém, serd apresentado a seguir uma estratégia geral associada com a obtencao dos paramet-
ros O para o caso da regressao linear. A funcao f(x) utilizada é chamada de funcao base,
podendo ser uma funcao linear dos atributos de entrada ou uma funcao nao-linear. A seguir
serd considerado o caso de bases lineares, sendo na sequéncia este conceito estendido para

bases nao-lineares.

3.1.1 Utilizacao de Bases Lineares

O modelo mais simples para regressao é considerar que a variavel objetivo possa ser ex-

pressa como uma combinacao linear atributos de entrada, ponderados por um conjunto de
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parametros @ = (6y, 61,0s,...,0,). Neste caso, a fungdo que mapeia o vetor dos atributos

com a variavel objetivo ird depender de x e 8, podendo ser expressa como:
f(az, 0) = 00 + 91I1 + 92$2 + ...+ in’n = 80 + Z 92.731 (31)
i=1

Assim, é considerado que a variavel objetivo tem uma dependéncia linear tanto em relacao
aos parametros 6; quanto em relacao aos atributos x;.

O parametro 0y, que nao multiplica nenhum atributo, é muitas vezes chamado de parametro
de viés (bias), sendo utilizado para deslocar todos os dados em uma quantidade fixa. Por con-
veniéncia, serd inserido um elemento xo = 1 no vetor dos atributos * = (xg, x1, T2, ..., Zy),

permitindo que a expressao anterior possa ser escrita como:

f(z,0) = i@izi =0"x (3.2)
i=0

Obtencdo de 6

Para estimar os parametros 6, o método mais simples e um dos mais utilizados é o dos
minimos quadrados, que consiste em minimizar a distancia entre os pontos e o hiperplano
formado pela combinacgao linear acima. Isto pode ser representado definindo uma funcao
erro que estima esta diferenca para um dado conjunto de parametro 6, sendo definida para

um conjunto de treinamento com m elementos como:

B(8) = > (5~ f(@,6))* = Y (i~ ")’ (33

Este procedimento é ilustrado na Figura 3.2 para um exemplo onde os atributos possuem
dimensao 2 (neste caso, os pontos sao representados em um espago R? para incluir a variavel
objetivo). As linhas representam a distancia entre os pontos e o plano obtido como resultado
da minimizagao do erro.

Considerando novamente um conjunto de treinamento dado por X = (xy, @, ..., x,,)7 e
as respectivas variaveis objetivo dadas por y = (y1,%2,...,ym)’, 0 somatoério anterior pode
ser escrito como:

E0)=(y—X0)'(y—X0) = ||(y - X0)| (3.4)

Assim, obtém-se uma expressao quadratica em funcao de 6. Isto permite obter o ponto de
minimo associado com a funcao erro, avaliando onde o gradiente da fungao erro emr relagao

aos parametros @ se iguala a zero. Para este caso, temos que:

dE  d

- = (yy" — 29" X0 +0"X"0X) = 29" X+20" X" X = —2X (y" - X"6") (3.5)
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X1

Figure 3.2: Representagiao de um ajuste por minimos quadrados com & € R?. Fonte: (Hastie

et al., 2009)

Avaliando a derivada segunda:

D)
—— =92XXT =91 X||? 3.6
o 1| (3.6)

esta expressao serd maior que zero desde que o posto (rank) de X seja igual a n, ou seja,
tem-se uma equacao linearmente independente para cada elemento de 8. Com isso, o ponto
de inflexdo corresponde a um ponto de minimo (derivada segunda positiva).

[gualando a zero para obter o ponto de minimo, obtém-se o conjunto de parametros

6 = 0,,;, que minimizam o erro:
X'x0r. = Xy (3.7)
Multiplicando ambos os lados por (X7 X)~! e transpondo a expressao obtida, temos:
Orin = (XTX) ' X"y (3.8)

A obtengao desta expressao analitica para os parametros é uma das principais vantagens
da utilizagao de minimos quadrados. De maneira equivalente, considerando que os dados
possuem um ruido dado por uma distribuicao Gaussiana, pode-se chegar em uma expressao
equivalente utilizando o principio da maxima verossimilhanca, conforme mostrado, por ex-
emplo, em (Deisenroth et al., 2020).

E importante ressaltar que essa formulacio s6 pode ser utilizada se as colunas da matriz

X forem linearmente independentes. Por exemplo, se um dos elementos do conjunto de

treinamento for dado como uma combinacao linear dos demais, o termo X X7 seré singular
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e portanto a sua inversa nao pode ser calculada. Este problema pode ser resolvido removendo

os elementos linearmente dependentes, quando possivel.

Regularizacdo

Problemas onde a matriz estiver muito proxima de ser singular ou quando o nimero
de atributos for maior que o nimero de elementos podem ser minimizados utilizando um
pardmetro de reqularizacao, semelhante ao aplicado para as maquinas de vetores de suporte

e também discutido na Secao 2.2.3. Com isso, a funcao erro passa a ser avaliada como:
E(0) = ||(y — X0)|* + All0]]” (3.9)

Fazendo o mesmo procedimento para esta funcao, os parametros que minimizam o erro

podem ser avaliados como:

Ormin = (XX + X)Xy (3.10)

Partindo do valor obtido para o conjunto 6timo dos parametros @, pode-se prever o valor
da variavel objetivo associada com uma entrada x:
n
y= 0177;1'77,33 = Qmin,O + Z Qmm,ixz’ (3.11)
i=1

onde ¢ é utilizado para representar o valor previsto pelo método.

Obtencio da Variancia

Conforme comentado no inicio desta secao, é comum adotar uma distribuicao Gaussiana
para estimar o ruido presente nos dados, permitindo a obtencao de uma distribuicao de
probabilidade de que a variavel objetivo seja exatamente . O valor “real” da variavel objetivo

pode ser expresso como y = ¢ + €, onde:

1 1 .
£ = N exp (— 207 (y — ui) ) (3.12)

min

Conforme demostrando em (Deisenroth et al., 2020), a variancia associada com 6,,;, pode

ser calculada como:
1 m
2 £ N2
min = — ;(y i) (3.13)
Utilizando esta expressao, é possivel obter as distribui¢des (curvas amarelas) ilustradas na
Figura 3.1.
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O procedimento apresentado nesta secao considera que existe uma relacao linear entre os
atributos e a variavel objetivo. Esta ¢ uma hipétese que claramente pode nao ser valida,
porém, pode-se estender a regressao linear para incluir uma dependéncia nao-linear entre as

varidveis através da utilizagao de funcoes base nao-lineares, como serd discutido a seguir.

3.1.2 Utilizacdao de Bases Nao-Lineares

Para considerar uma dependéncia nao-linear entre os atributos e a variavel objetivo, uma
abordagem muito utilizada é realizar uma transformagao nao-linear arbitraria nos elemenos
x, denotada por ¢(x), e na sequéncia realizar uma combinagao linear dos elementos desta
transformacao.

Por exemplo, considere uma transformagao @(x) = (¢o(x), d1(x), ..., dx_1(x))T que
mapeie os elementos de um espago original com dimensao n para um espaco com dimen-
sao K (¢ : R* — RE), através de uma transformacdo dos valores dos atributos & em

escalares (¢; : R" — R). Fazendo uma combinagao linear destes valores, obtém-se:

f(x,0) = Z_ 0;0;(z) = 00" (x) (3.14)

O valor K —1 é utilizado no somatoério para que o problema tenha K parametros 6. Observe
que esta expressao continua sendo uma funcao linear em relacao aos parametros 6, por isso,
ainda se trata de uma regressao linear, ja que o objetivo é encontrar estes parametros.
Diversas bases pode ser utilizadas, dependendo das caracteristicas dos dados, como por
exemplo fun¢oes Gaussianas, sigmoidais e até mesmo bases de Fourier (veja Bishop (2016)
para mais detalhes). A abordagem para obten¢ao dos parametros nao depende muito da
escolha destas bases, por isso, o procedimento visto anteriormente continua valido, visto que
a Equagao 3.2 pode ser obtida fazendo ¢(x) = x. Para ilustrar isto, a seguir sera apresentado

um exemplo considerando bases polinomiais, sendo este um dos casos mais utilizados.

Exemplo de Bases Polinomiais

Para ilustrar a utilizacao de bases polinomiais, considere um caso contendo somente um
atributo, de modo que = x. Dessa forma, o modelo de regressao ird buscar o valor

y = ¢(x)0 + ¢ associado a x. A utilizagdo de bases polinomiais consiste em definir uma
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transformacao da foma:

gb()(l') ]_
o1 () x
o) =| ¢ox) | =| a? (3.15)
i dr-1(z) ] i i1 |

Observe que a partir de um atributo original z € R obtém-se uma representacao ¢(x) €
RE. Esta estratégia ¢ muito semelhante a utilizacdo de kernels para as maquinas de vetores
de suporte. A partir da definicio desta base polinomial, é possivel aplicar uma regressao
linear para obter os parametros @ € R¥. A transformacao imposta por esta base é equivalente
a expressar a funcao f(6,x) como:

K-1

f8,2)=> b’ (3.16)

=0

ou seja, a funcao estd sendo ajustada a um polindémio de ordem K — 1.

Obtencdo dos Parametros 6

Considere agora novamente um caso geral onde o conjunto de treinamento é composto por
m elementos associado vetores de entrada contendo n atributos (x € R™) com uma tnica
variavel objetivo (y € R). A aplicacdo da transformacao ¢(x) ird gerar uma matriz m x K
® dada por: i i i i

d)T(ml) do(x1) P1(x1) ... Or_1(T1)

¢T(€172) do(x2)  P1(x2) ... Or_1(®2)

D= ¢ (xs) | = | do(xs) ¢1(ws) ... ox_1(w3) (3.17)

¢" (@m) Go(@m) ¢1(@Tm) - Pra(Tm)

Lembrando que todos os elementos ®;; = ¢;(x;) sdo operagdes que retornam um valor
escalar, ou seja, ¢; : R® — R. Esta matriz ® pode ser interpretada como uma nova
matriz dos atributos obtida, sendo equivalente a matriz X utilizada anteriormente para
bases lineares.

Com a matriz obtida, a funcao erro pode ser reavaliada considerando a transformacao

realizada como:
m

E@0) =) (y;—0"¢(x)) = (y — 20)" (y — ®0) (3.18)

i=1
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Utilizando o mesmo procedimento de obtencao dos valores de 8 que minimizem o erro

apresentado anteriormente para as bases lineares, temos que:
Orin = (BT DTy (3.19)

Assim como para o caso da bases lineares, para que seja possivel calcular a inversa presente
na expressao anterior, o posto da matriz ® deve ser igual ao seu ntumero de colunas (K),

portanto, as transformacoes aplicadas por ¢ nao podem ser transformacoes lineares.

Sobreajuste na Regressdo Linear

A possibilidade de aplicar uma transformacio ¢ : R® — RX, onde K é um parametro
definido pelo usudrio, permite a obtencao de uma regressao com uma quantidade virtual-
mente infinita de parametros (lembrando que 8 € RX). Porém, como comentado na Segdo
2.2.3 para os problemas de classificacdo, modelos muito complexos tendem a se ajustar
muito bem aos dados de treinamento, porém possuem baixa capacidade de generalizagao,
nao sendo adequados para prever novos valores. A mesma logica se aplica para os problemas
de regressao.

Para determinar a qualidade do ajuste aos dados de treinamento, diferentes métricas

podem ser aplicadas. Uma das mais usadas é a raiz do erro médio quadratico (RMSE),

RMSE = | |ly— ®6]2 = .| = (s — ¢7(.)6)° (3.20)

=1

definida como:

Para ilustrar a influéncia da funcao base no comportamento do sistema, considere o ex-
emplo mostrado na Figura 3.3, onde é apresentado o ajuste obtido para um conjunto de 10
dados considerando polindmios com ordem gradativamente maiores, desde um polinoémio de
ordem zero (constante) até ordem 9.

Como pode ser visto, para ordens muito baixas (M = 0 — 3) a curva nio se ajusta bem
aos dados de treinamento (subajuste). Para valores intermediarios (M = 4 — 6) o ajuste é
adequado, enquanto que para valores muito altos claramente observa-se um sobreajuste. O
polinémio passa por todos os pontos, porém oscila de forma erratica entre eles, indicando
que pontos nao presentes no conjunto de treinamento nao serao estimados corretamente.

Assim como no caso da classificacao, para avaliar a presenca de sobreajuste pode-se dividir

o conjunto de dados em conjunto de treinamento e de teste. Para o sistema apresentado na
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Figure 3.3: Ajuste de regressao considerando polinémios de diferentes ordens M. Fonte:

(Deisenroth et al., 2020)

melhor desempenho.

Figura 3.3, pode-se esperar que o erro associado aos conjuntos de treinamento e de teste
possuam um comportamento como o mostrado na Figura 3.4, onde o erro associado ao

conjunto de teste em um ponto de minimo para M = 4, sendo portanto este o valor com

10

RMSE

——— Training error

Test error

0 2 4 6 8 10
Degree of polynomial

Figure 3.4: Erro associado com os conjuntos de treinamento e de teste para em funcao da

ordem do polinomio de ajuste. Fonte: (Deisenroth et al., 2020)

Novamente, uma maneira de evitar o sobreajuste é a utilizacao de um parametro de

regularizacao. Neste caso, a fungao erro passa a ser avaliada como:
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E(6) = |l(y — 20)]* + Al6]|* (3.21)

E os parametros que minimizam esta funcao serao dados por

Orin = (BT + NI) @7y (3.22)

Um exemplo de aplicacao de regressao linear é apresentado neste video!.

3.2 Regressao Utilizando Redes Neurais Artificiais

O termo Redes Neurais Artificiais (ANN) é utilizado para designar um grande numero
de algoritmos de aprendizagem que possuem em comum a utilizacao de elementos inter-
mediarios para relacionar um vetor de entrada, contendo n atributos, com uma ou mais
varidveis objetivo de saida. Estes elementos intermediarios, chamados de “camadas ocultas”,
permitem estabelecer uma relagao nao-linear entre os elementos de entrada e saida, ao custo
de um aumento significativo na quantidade de parametros que precisa ser estimada. O termo
“aprendizagem profunda” (deep learning) costuma ser utilizado para identificar ANN’s com
um grande ntimero de camadas ocultas.

Os principios bésicos de aplicagdo das redes neurais sao muito antigos, tendo sido pro-
postos ainda nos anos 50. Nos anos 90 houve um grande interesse na aplicacao de redes
neurais em engenharia, mas os resultados foram em geral pouco satisfatérios devido & baixa
capacidade de processamento e obtencao de modelos complexos. Recentemente, as ANN
voltaram a receber atencao devido ao rapido avanco da area de inteligéncia artificial e seu
grande potencial de aplicacao na analise e automacao de processos.

A utilizacao de redes neurais costuma ser justificada quando a quantidade de dados
disponiveis é muito grande e o usuario tem acesso a uma capacidade de processamento
elevada, ja que a etapa de treinamento da rede pode ser muito custosa (Aggarwal, 2018).
Neste material, serd considerado o caso mais simples de rede neural, chamadas usualmente
de rede perceptron multicamadas (MLP) ou redes neurais feed-foward. Diversos outros mod-
elos, como por exemplo redes neuras recorrentes e redes neurais convolucionais (usadas em

processamento de imagens), tem sido amplamente aplicados nos tltimos anos

Thttps:/ /www.youtube.com/watch?v=_T36ZnacC78
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Desbancando mitos: Nos iltimos anos, observou-se a existéncia de interlocutores in-
cautos, na maioria das vezes mal informados, que tratam redes neurais como algoritmos com
propriedades mdgicas de aprendizado e potencial de escravizar a humanidade em um futuro
prorimo. Apesar de lidica, esta informacao €, para a surpresa de muitos, totalmente falsa.
Como serd visto aqui, redes neurais nada mais sao do que uma generalizacdo do conceito de
regressao linear para incluir transformagoes nao-lineares, com potencial de destruicao equiv-
alente a uma planilha do Excel. O termo “neural” é mantido por uma questao historica, hoje
sabe-se que isto tem muito pouca relagao com a forma como organismos vivos dotados de

sistema nervoso central processam informacao.

A seguir serao apresentados alguns conceitos basicos introdutoérios ao estudo de redes

neurais, bem como serao definidos alguns termos utilizados na &area.

3.2.1 Conceitos Basicos e Terminologia

Considere inicialmente um processo simples de regressao linear utilizando bases lineares,
como apresentado anteriormente, para relacionar um vetor de atributos @ = (x1, 2, 3, ..., 2,)
com uma varidvel objetivo y. Para simplificar a simbologia, serd acrescentado também um
elemento xo = 1 no conjunto de dados x. Desconsiderando por enquanto a presenca de ruido
nos dados (¢ = 0, de modo que y = ), a relagao entre a saida e a entrada pode ser expressa

comao:

Yy = eoxo + 91I1 + QQIQ + ..+ ann == Z 01371 (323)
=0

Esta relagao indica que a variadvel objetivo ¢ calculada como uma soma ponderada dos
atributos de entrada, sendo que os valores sao ponderados por um conjunto de paramet-
ros 0 = (0y,601,0,,...,0,) . Este procedimento é ilustrad0 na Figura 3.5(a) para n = 3.
Como estes parametros ponderam a relacao entre a entrada e a saida, no contexto de redes
neurais sao chamados normalmente de pesos.

A estrutura basica de uma rede perceptron multicamadas (MPL) consiste em repetir este
processo de somas ponderadas miltiplas vezes, através da adicao de etapas intermediarias
(camadas ocultas), como ilustrado na Figura 3.5(b). Cada elemento individual da rede é
tratado como um neurdénio, sendo por isso uma combinacao em rede deles chamada de rede
neural. Neste exemplo, uma soma ponderada dos atributos de entrada é utilizada para

calcular elementos ocultos zg,z; € zo. A partir de uma ponderacao destes elementos, a
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Figure 3.5: Tlustracdo da estrutura béasica de (a) um problema de regessao linear com 4
atributos e uma variavel objetivo, parametrizado por 6 e (b) uma ANN com

uma Unica camada oculta. Adaptado de: (Muller and Guido, 2017)

variavel objetivo y é entao calculada. Os valores intermediarios sao chamados de “ocultos”
pois nao possuem um significado fisico, conhecer estes valores nao é necessario para aplicar
o modelo.

No exemplo ilustrado, para aplicar a regressao linear, é preciso determinar quatro pesos,
enquanto que para a ANN sao 15 parametros a serem calculados. (12 para ponderar a relagao
entre x e z e trés para rela¢do de y com z).

Se os valores z forem calculados como uma combinacao linear de x e y for calculado
simplesmente como uma combinacao linear de z, no final das contas y serd uma combinacao
linear de x, o que é equivalente & regressao linear simples, nao trazendo nenhuma vantajem.
Para acrescentar uma dependéncia mais complexa entre os elementos de entrada e saida,
uma funcao nao-linear ¢ aplicada na soma ponderada para obter os elementos z, permitindo
com que a rede se ajuste a problemas muito mais complexos.

Para o problema ilustrado na Figura 3.5, este procedimento pode ser descrito da seguinte

forma:

1. Inicialmente, é obtida uma soma ponderada dos elementos = (zg, 1,2, 23) para
obter um valor intermediario a; associada a cada termo z;. Por exemplo, o elemento

ap ¢ calculado como:
ag = UJQQJZO + wO,lxl + ’UJQQCL’Q + w0’2$3 (324)

onde w; ; é o parametro peso que relaciona a; e z;.
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2. Para obter z;, uma funcao nao-linear, chamada de funcdo de ativacao é aplicada em
a;. Uma das funcoes de ativagdo mais utilizada é a tangente hiperbolica. Usando ela

como exemplo, zy seria calculado como:

2o = tanh (ao) (3.25)

3. Apos determinar os elementos ocultos, a variavel objetivo é calculada como uma soma

ponderada dos destes elementos:
Y = V2o + V121 + V229 (3.26)
onde v; é o parametro peso que relaciona z; com y.

Neste problema, os parametros w;; e v; precisam ser determinados a partir dos dados
de treinamento. O nimero de elementos ocultos utilizado também precisa ser definido pelo
usuario, sendo que este possui uma grande influéncia no resultado final e no gasto computa-
cional. Além disso, os elementos ocultos nao precisam estar todos em uma tnica camada,
pode-se ter diversas camadas ocultas com diferentes elementos em cada uma delas. Isto
gera uma possibilidade de combinacoes de niimero de camadas e de elementos muito grande,
sendo por isso a eficacia das MPL muito dependentes de um ajuste adequado.

A seguir serao apresentados mais detalhes sobre como os parametros podem ser determi-

nados e como o exemplo ilustrado nesta se¢ao pode ser generalizado.

3.2.2 Formulacao Geral de uma MLP

Considere o diagrama apresentado na Figura 3.6 demonstrando a topologia de uma rede
neural com uma camada de elementos ocultos. Esta rede relaciona os neurdnios de entrada
(x = (21,29,...,2,)) com os de saida (y = (y1,¥2,...,yx)). Para isto, sdo utilizados M
elementos ocultos z = (21, 29,...,2y), além de parametros de viés (bias) adicionados em
cada camada (exceto a tltima), denotados por by e by.

Esta estrutura é normalmente chamada de uma rede neural com trés camadas, con-
siderando também as camadas relacionadas com os elementos de entrada e saida. Observe

que nao existe ligacao entre neurénios em uma mesma camada.

(1)

A ponderacao entre um elemento z; e um elemento z; é feita por um parametro peso w5,

enquanto que a ponderagao entre um elemento y; e um elemento z; é feita por um parametro

2 T R <. ~ . . k
peso ng). Os pesos que multiplicam os parametros de viés serao identificados como w§ O),
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elementos ocultos

2]
(1) M

bo

b1

Figure 3.6: Diagrama geral de uma MLP contendo uma camada de elementos ocultos. Adap-

tado de: (Bishop, 2016)

ponderando o viés da camada k£ com o elemento ¢ da camada k£ + 1. Estes parametros peso
devem ser estimados com base em um conjunto de treinamento relacionando  com y.

Os parametros de viés também precisam ser estimados, porém, como estes irao multiplicar
parametros peso especificos, é conveniente definir by = b; = 1, de modo a reduzir o ntimero de

(i

;0> € estimado somente

parametros que precisa ser estimado. Assim, ao invés de estimar b;w

(k)
5,00

W, 0 que é equivalente ja que estes termos nao aparecem em nenhuma outra operacao.
Como comentado anteriormente, inicialmente é realizada uma combinagao linear das var-
iaveis de entrada para obter as variaveis a;, chamadas de variaveis de ativagao (ou varidveis
de pré-ativagao):
n
(1) (1) :
aj; = E w; T+ wg j=123,....M (3.27)
i=1
Os elementos da camada oculta, z;, sao obtidos aplicando uma funcao de ativagao nao-
linear A(-) em a;. As funges de ativagdo mais utilizadas normalmente seguem uma dis-

tribuicao aproximadamente sigmoidal, como sera discutido a seguir.

Escolha da Funcado de Ativacao

A escolha de uma funcao de ativacao adequada é uma etapa fundamental do ajuste das
MLP. Dada uma funcao de ativacao adequada e um ntmero suficiente de elementos, uma

rede MLP ¢ capaz de representar qualquer funcao. Algumas das fung¢oes mais que podem
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ser utilizadas sao apresentadas a seguir, com o comportamento destas funcoes ilustrado na

Figura 3.7.:

e [uncao identidade:

h(z) =x (3.28)
e Funcao sigmoidal (logistica):
1
hiz) = 3.29
@)= (3.29)
e Tangente hiperbolica:
e’ —1
h(xz) = tanh(xr) = —— 3.30
() = tanh(z) = 55 (3.30)
e Unidade linear retificada (ReLU):
h(z) = max(0, z) (3.31)

- =15 -1 =05 L] 08 1 15 =10 =5 o 5 10

(a) Identity (b) Sigmoid
0.4 Y
(¢)Tanh (d) ReLU

Figure 3.7: Exemplos de fungoes de ativagao. Adaptado de: (Aggarwal, 2018)

A funcao identidade, como comentado anteriormente, nao introduz nenhuma nao-linearidade
no sistema, reduzido a rede neural a um problema de regressao linear, por isso sua utilizacao é

limitada. Em problemas de regressao, as variaveis objetivo sao calculadas diretamente como
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uma combinacgao linear dos elementos da ultima camada oculta. Entao, pode-se imaginar
que uma funcao de ativacao do tipo identidade é aplicada neste processo.

A funcao sigmoidal retorna valores entre 0 e 1, o que é interessante para modelos prob-
abilisticos, enquanto que a tangente hiperbolica é mais adequada para problemas onde as
variaveis podem assumir valores negativos. Historicamente, estas duas funcoes foram muito
utilizadas, mas recentemente tém sido substituidas por funcoes que facilitam o processo de
otimizacao pra obtencao dos parametros, como por exemplo a funcao ReLU.

A funcao ReLU é muito parecida com a identidade, com a diferenca que ira resultar em 0
para x < 0, o que a torna nao-linear. Uma grande vantagem desta funcao é que sua derivada
é definida e constante para todo o intervalo (0 para + < 0 e 1 para z > 0. Em = = 0
pode-se adotar um dos dois valores). Isto facilita a aplicagao de algoritmos de otimizagao
como o método do gradiente descendente, muito utilizado para estimar os parametros de

redes neurais.

Obtencdo das Variaveis Objetivo

Apos a definicdo de uma funcdo de ativacao, pode-se entdo calcular os valores dos M

elementos ocultos:

Zi = h<a1> 1= 1, 2, 3, ey, M (332)

Caso a rede possua mais de uma camada de elementos ocultos, pode-se repetir este pro-
cesso. Uma nova ponderacao dos elementos z; é realizada para obter novas varidveis de
ativacao e a funcao de ativacao é aplicada nestas varidveis para obtencao dos elementos da
segunda camada oculta. Neste exemplo, serd considerado somente uma camada oculta, de
modo que as variaveis objetivo sao diretamente calculadas como uma combinacao linear dos
elementos de z:

M
= wiz+wly j=1,2,3,....K (3.33)
=1

Combinando as expressoes anteriores, pode-se expressar as variaveis objetivo como:
M n
w.w) = o (Z . w;.}g> caf) k—1230..K (330
j=1 i=1

onde o termo g ¢ utilizado para representar o valor previsto pela rede neural.
O namero total de parametros que deve ser ajustado neste caso serd (n+ 1) x (M + 1) +

(M +1)K. Observe que os elementos do conjunto de treinamento, x;, s6 aparecem no termo
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mais interno, referente a primeira etapa. Este resultado é usado para calcular os valores da
segunda camada (oculta) e estes sao usados entdo para obter a variavel objetivo. Como a
informacao se propaga somente na direcao da primeira para a ultima camada, este tipo de
rede neural também é chamada de rede neural de alimentagao direta (feed foward).

Para simplificar a representacao anterior, serd novamente inserido um termo xo = 1 no
vetor e um termo zy = 1 no vetor z. Com isso, 0s pesos associados com os parametros de

viés podem ser incluidos no somatoério e a expressao anterior pode ser reescrita como:

M n
Uk(x, w) = Z w,(jj).h (Z wj(lz)svz) (3.35)
=0 i=0

A aplicagao de redes neurais também pode ser estendida para problemas de classificacao,
através da aplicacao de uma funcao de ativacao no resultado do somatoério anterior. Por
exemplo, considerando uma segunda fungao de ativagao g(-), a variavel objetivo passa a ser

calculada como: u
o) o (3wl (3 i) 330
=0 i=0

Por exemplo, se uma func¢ao sigmoidal for utilizada, os valores estardo entre 0 e 1. Com
base nisso, pode-se dividir os elementos em duas classes (maior que 0.5 e menor que 0.5,
por exemplo), permitindo a separac¢ao do conjunto de treinamento em grupos. No restante
deste material serd focado na aplicacao para regressdao, porém, os principios para aplicagao
em classificacao sao essencialmente os mesmos.

A etapa de obtencao dos parametros é chamada de treinamento da rede, e serd discutida

a seguir.

3.2.3 Treinamento da Rede

Para o treinamento da rede, a primeira etapa é definir uma funcao de perda para repre-
sentar o erro a ser minimizado. De maneira semelhante ao aplicado para a regressao linear

(Eq. 3.3), sera utilizado o erro quadratico médio, definido neste caso como:

m

Blw) = & 3 il w) ~ ) = 15 vl (337

=1

o fator 1/2 é adicionado por conveniéncia, pois ira simplificar expressoes obtidas futuramente.
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Para o caso da regressao linear é possivel obter uma solu¢ao que minimize o erro de forma
analitica, como discutido anteriormente. Infelizmente, para o caso das redes MLP isto nao
é possivel. O método de otimizacao mais utilizado para resolver este problema é o método

do gradiente descendente, discutido brevemente a seguir.?.

Gradiente Descendente

A ideia geral do método do gradiente descendente é encontrar o ponto de minimo da fungao
erro F(w) utilizando a informagao do gradiente desta fun¢ao. Partindo de um chute inicial

013 o algoritmo “caminha” na direcdo do valor negativo do gradiente

para os parametros w!
de E(w) avaliado em w®, VE(w!®), para obter um valor atualizado para os parametros,
wl!l. Este processo é repetido até se obter um valor onde VE(w) ~ 0, ou seja, um ponto
de inflexdao. Como o método avanca na direcao negativa do gradiente, este ponto serd um

ponto de minimo. De forma geral, este processo iterativo pode ser representado como:
wlt =l — v E(w!l) (3.38)

onde n ¢ um parametro chamado de taza de aprendizagem que controla a taxa de atualizagao
dos parametros. Se o valor de n for pequeno suficiente, pode-se esperar que E('w[i]) >
E (w[iJrl])7 ou seja, o novo valor encontrado para os parametros gera um erro menor. Maiores
valores de n aceleram a convergéncia, porém podem fazer com que o método divirja.

Para fazer a atualizacao dos parametros, o algoritmo pode primeiramente calcular o gra-
diente com relagao a toda a amostra de elementos (gradiente descendente batch) ou ir atu-
alizado com base no valor de cada amostra individual (gradiente descendente estocastico).
A primeira abordagem pode gerar problemas para garantir que o ponto de minimo encon-
trado seja um ponto de minimo global e nao local, especialmente se a funcao erro nao for
convexa, o que € comum no caso das redes neurais. Por isso, neste caso é utilizado o método
estocastico.

Como visto anteriormente, a funcao erro a ser minimizada é a soma do erro associada com

2A obtencdo e aplicacio deste algoritmo nio serdo discutidas com detalhes neste material, porém, trata-se
de um método de otimizagao padrao muito utilizado, podendo ser encontrado em qualquer livro-texto da

area de otimizagao.

30 sobrescrito [ sera utilizado para designar a i-ésima iteragao, enquanto que (1) representa os parametros

peso que relacionam a camada i com a camada ¢ + 1 da rede MLP.
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cada ponto, o que pode ser escrito como:

Bw)= Y B(w),  onde  Fw) = %(Q(mi,w) ) (3.39)

No caso do gradiente descendente estocastico, a atualizacao dos parametros é feita entao

com base em cada amostra ¢, de modo que:
wli T =l — YV E; (w!) (3.40)

Os parametros w;; representam o peso usado para ponderar a influéncia de um elemento
i sobre um elemento j. A presenca de dois indices torna o conjunto de parametros w uma
matriz, porém, o namero de elementos em cada camada nao é necessariamente o mesmo, o que
torna muito complicado avaliar o gradiente da funcao erro em relacao a esta matriz. Por isso,
para a etapa de atualizacao dos parametros, é mais conveniente expressar estes parametros
como um vetor w = (wy, Wy, ws, ..., wy), onde H é o numero total de parametros. Neste

formato, VE;(w) é calculada como:

OFE;
ow,
OF;
VE;(w) = | 0w, (3.41)

oL,
awH

E irrelevante qual parametro w;,; € identificado como w,, qual ¢ identificado como w, e
assim sucessivamente, desde que a mesma ordem seja mantida no calculo do gradiente.

Para resolver este problema, basta agora encontrar uma maneira de estimar as derivadas
parciais da funcao erro em relagao aos parametros w; ;. Para isto, é utilizada uma estratégia

de retropropagacao, como sera discutido a seguir.

Retropropagacao

Como destacado por Bishop (2016), o processo de minimizac¢ao do erro pode ser dividido

em duas etapas:

1. Determinacao das Derivadas: Inicialmente, é atribuido um valor para os parametros
w. Com este valor, sao calculados os valores de todos os elementos e as derivadas da
funcao erro em relacao a cada parametro w,,; é computada. Nesta etapa, as derivadas
sao avaliadas no sentido da saida para a entrada, como serd discutido a seguir. Por

isso, a abordagem é chamada de retropropagacao;
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2. Atualizacao dos Pardmetros: Nesta etapa, as derivadas sao utilizadas para atualizar
os valores do parametro, o que pode ser feito diretamente com a aplicacao do método

do gradiente descendente estocastico.

Observe que estas duas etapas sao independentes, ou seja, é possivel avaliar as derivadas
usando uma abordagem diferente da retropropagacao, bem como seria possivel atualizar
os parametros usando outros algoritmos de otimizagao. Além disso, uma fun¢ao de perda
diferente também poderia ser utilizada sem alterar a estrutura basica do algoritmo.

Como discutido anteriormente, no método do gradiente descendente estocastico pode-se
avaliar os gradientes de cada amostra individualmente, por isso, nesta secao o foco sera obter
V(E;). Inicialmente, considere que o valor de todos os parametros w seja conhecido (através
da definigdo de um chute inicial, por exemplo).

Considerando uma rede com um nimero qualquer de camadas e de elementos, vimos
anteriormente que a primeira consiste na determinacdo das variaveis de ativagdo (como
mostrado, por exemplo, na Eq. 3.27). Generalizado este procedimento, podemos dizer que
a variavel de ativacao a; em uma camada p + 1 qualquer é calculada com base nos valores

dos elementos na camada p, representados aqui de forma geral por z;, como:

P

a; = E W;j iz = W;,0%0 -+ wj 121 -+ Wj 222 + ...+ W; pzp (342)
=0

onde P é o ntimero total de elementos na camada p. Nesta expressao, ji estd sendo consid-
erado que a variavel de viés esta sendo incluida como zg = 1. A expressao acima pode ser
usada em qualquer camada. Por exemplo, se p = 1 (primeira camada), entdao z; = x;, ou
seja, z; serd o valor dos atributos de entrada. Se p+ 1 corresponder a tltima camada, entao
a; = yj, ou seja, as varidveis de ativacao serao as proprias varidveis objetivo. Em todos os
casos, z; representa uma variavel que estabelece uma conexao com a; ponderada por w;;.
Na segunda etapa de aplicacdo das redes MPL, uma fun¢do de ativacdo h(-) é aplicada

nas variaveis a; para obter z; na mesma camada p:
z; = h(a;) (3.43)

Para problemas de regressdo, na ultima camada esta fun¢ao sera a funcao identidade (z; =
a;j), enquanto que para problemas de classificacdo pode-se aplicar uma func¢ao que separe os
pontos em classes. O processo de determinagao dos valores de a; e z; para todas as camadas
também é chamado de propagacdio para frente, pois os valores sao calculados no sentido da

entrada para a saida.
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Conhecendo agora os valores para todos os elementos, pode-se passar para a etapa de
estimar a derivada do erro com relagao a cada um dos w;; parametros. Como visto ante-
riormente (Eq. 3.39), a funcao erro E;(w) ¢é calculada com base na diferenca entre o valor
previsto na saida (g;) e o valor real (y;). Como w;; ndo aparece de forma explicita nesta
expressao, pode-se utilizar a regra da cadeia para relacionar o erro com wj;, utilizando as

varidveis de ativacao como intermediéria:

oF, O0F, Oa,
- % (3.44)
8ij1 8aj 8wj7i
Para simplificar a simbologia, a primeira derivada do lado direito é chamada de ¢;, :
oF
§; = —= 3.45
J aaj ( )

A segunda derivada pode ser relacionada diretamente com a definicdo das variaveis de

ativacdo (Eq. 3.42):

86Lj
=z 3.46
s =7 (3.46)
Juntando as duas expressoes, temos que:
OFE
=6z 3.47
awj,i ]Z ( )

Lembrando, w;; representa o parametro peso entre a variavel z; (elemento de entrada)
e a; (elemento de saida). Assim, esta expressao implica que as derivadas da funcdo erro
podem ser calculadas multiplicando o valor do elemento z; por um termo ¢; associada com
cada valor a;. Como os valores de z; ja foram calculados na etapa anterior, resta agora

determinar ¢; para os elementos necessarios.

Obtencao de §;

Inicialmente, podemos calcular o valor de referente aos elementos na tltima camada. Para
simplificar, os elementos da ultima camada serao identificados como j = k (de acordo com
a simbologia usada na Fig. 3.6). Neste caso, temos que 2z, = i, onde i é o valor previsto
pela rede para a variavel objetivo y,. Além disso, no caso de regressao, temos que na tdltima
camada aj, = z (func¢do de ativagao identidade), o que implica que a; = g;. Considerando
isto e usando a definicao da funcao erro:

oF, OF, 0 1
(5 = n = n = —(1. — 2 4
Y= Bar 05 00 (2<yk Yk) ) (3.48)
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Resolvendo a integral acima (por exemplo, fazendo uma mudanca de variavel u = g — yi, €

lembrando que y, é constante), obtemos*:

Para determinar os valores de d; dos elementos da pentltima camada, pode-se aplicar um
procedimento similar. Primeiramente, podemos utilizar a regra da cadeia para relacionar a
derivada do erro com relagao a a; com as derivadas que podem ser avaliadas. Neste caso,
deve-se utilizar a regra da cadeia multivaridvel para levar em conta todas as conexoes entre

a;j e os elementos da tltima camada (ay). Estas conexoes sao ilustradas na Figura 3.8 para

um elemento z; qualquer.

Figure 3.8: Conexdes do elemento z;. Fonte: (Bishop, 2016)

Aplicando a regra da cadeia, chega-se em:

5 _ OBu _ 0B, 0ay
I da; N pet Oay, Oa,

(3.50)

onde K representa o niimero total de elementos na tltima camada (como nao existe elemento
de viés nesta camada, o contador comega em 1).

A primeira derivada no lado direito é simplesmente a definicao de d,, portanto, ja é
conhecida. A segunda derivada representa a dependéncia entre as variaveis de ativagao em

duas camadas adjacentes. Usando as definicoes anteriores, a variavel ay é calculada como:

P
ay = Zw;w-zj (3.51)
=0

onde P é o numero total de elementos na pentltima camada. Considerando ainda que

z; = h(a;), esta equacdo pode ser escrita como:
P

ap = Z wy jh(a;) = wioh(ag) + wg h(ar) + ... +wi ph(ap) (3.52)
§=0

4Este ¢ o motivo pelo qual o fator 1/2 foi acrescentado na defini¢io do erro, para “cortar” o termo da

derivada.
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Avaliando a derivada parcial de a; com relagao a um elemento a; qualquer, temos que:

8ak ,
(97%- = wk,jh (aj) (353)

onde h'(a;) representa a derivada da funcao de ativagdo avaliada em a;. Substituindo na

defini¢ao de ¢;:
K K
0; = Z dpwy ;h'(az) = I'(ay) Z Ok Wk,j (3.54)
k=1 k=1

Assim, conhecendo-se os valores de ¢ na tultima camada, é possivel calcular os valores na
camada adjacente. Caso a rede neural possua mais camadas ocultas, este processo é repetido
para cada uma delas, tratando a tultima camada calculada como a camada k e determinando
d;. Este procedimento deve ser repetido para toda as camadas ocultas, mas nao é necessario
para a primeira camada (com os valores dos atributos de entrada).

Como o calculo é feito partindo-se da tltima camada e avangando em dire¢ao & primeira,
este método é chamado de retropropagacao. Apods obter todos os valore de 9, o gradiente
pode ser calculado e os parametros w atualizados, repetindo-se este processo até atingir a

convergéncia desejada. Este procedimento pode ser resumido nas seguintes etapas:
1. Um chute inicial é atribuido para os parametros wj ;, wl";

2. Utilizando este valor e um vetor com os atributos x;, sao calculados os valores de a; e

z; para todos os elementos da rede (propagacao para frente);

3. Comparando os valores obtidos na camada de saida com as variaveis objetivo, determina-

se Og;
4. Partindo do valor de dy, calcula-se os valores de d,; para todos os elementos ocultos;

5. Com os valores de ¢§; e z;, determina-se a derivada da funcao erro em relagao aos

parametros w; ; (Eq. 3.47);

6. Com os valores das derivadas, atualiza-se os parametros wl” para obter w! usando a

Eq. 3.40;

7. Repete-se as etapas 2 - 6 o vetor com os atributos x; até se obter a convergéncia

desejada.

Ao final do processo, a rede esta treinada e pronta para uso!

Um exemplo de aplicacdao de regressao utilizando redes MLP ¢é apresentado neste video®.
®https://www.youtube.com/watch?v=N00uEaJONio
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