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1 Introducao a Transformada de Laplace

Em andlise matematica, uma transformada é um operador que transforma uma funcao de
um dado dominio (por exemplo, o dominio temporal) para outro dominio. Em muitos casos,
problemas que sao complexos em um dado dominio podem ser facilmente resolvidos em outro
dominio e, ap6s resolvidos, pode-se trazer a solugao de volta para o dominio original.

A transformada de Laplace faz parte de um grupo de transformadas chamadas de Trans-
formadas Integrais. Estas transformadas utilizam o conceito de integral para representar
uma fungao no dominio do tempo f(¢) em outro dominio, normalmente chamado de dominio
de frequéncia. Estas transformadas sao definidas de forma geral como:

to
T(H(0) = Plu) = [ K(tu) (0
t1
onde u representa a varidvel independente no dominio da frequéncia e K (¢, u) ¢ uma funcao
chamada de nicleo da transformada ou kernel. Da mesma forma que uma funcao relaciona
um valor de entrada & um valor de saida (por exemplo, y = x? relaciona uma entrada r = 4
com uma saida y = 16), as transformadas integrais relacionam uma funcao de entrada em
um dado dominio com uma funcao em outro dominio. Dependendo dos limites t; e t5 e do
kernel escolhido, obtém-se diferentes transformadas. As mais importantes na engenharia sao
as transformadas de Fourier e de Laplace.

A transformada de Fourier ¢ obtida fazendo t; = —oo, t, = oo e K(t,u) = e*™ ¢ ¢
uma ferramenta indispensavel em diversas areas, como por exemplo na anélise de equacgoes
diferenciais parciais, processamento de sinais e mecanica quantica.

No momento, nosso interesse é avaliar a Transformada de Laplace, que é obtida fazendo
t1 =0, ty = 0o e K(t,u) = e *. Por conveniéncia, a variavel independente no dominio da
frequéncia (neste caso também chamado de dominio de Laplace) é chamada de s. Assim, a
transformada de Laplace é um operador que transforma uma funcao do dominio do tempo

para do dominio de Laplace:

L{F(O)} = F(s)
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onde t e s representam a variavel independente no dominio do tempo e de Laplace, respec-
tivamente.

Este operador é definido como:

CLF(1)) = F(s) = / et ()t

0

onde f(t) é alguma funcdo que possui integral definida para ¢ > 0.

A Transformada de Laplace é particularmente til na anélise de problemas que envolvem
equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, pois neste caso pode-se transfor-
mar uma equacao diferencial em uma equacao algébrica. Além disso, esta transformada
possibilita a anélise de sistemas com termos nao-homogéneos expressos como fungoes des-
continuas, sendo uma ferramenta indispensavel na area de controle de processos.

Como visto anteriormente, a definicao da transformada envolve uma integral impropria.
Antes de prosseguir no estudo da Transformada de Laplace, serd apresentada uma breve

revisao sobre integrais improprias.

1.1 Integrais Impréprias

Integrais improprias sao integrais definidas onde pelo menos um dos limites de integracao
tende ao infinito (tipo 1) ou existe alguma descontinuidade infinita no intervalo de integra-

¢ao (tipo 2). Por exemplo, considere as seguintes integrais improprias do tipo 1 e tipo 2,

fla) = [ o o) = | L

respectivamente:

25t g(x)

fix)

Para a obtencao da Transformada de Laplace, s6 nos interessam as integrais impréprias

do tipo 1, como apresentado a seguir.



1.1.1 Integrais com Intervalos Infinitos

Considere a fungao f(z) = 1/2? integrada desde 1 até um ponto b qualquer. A integral

representa a area abaixo da curva entre estes dois pontos (S(b)):

1

bq 11 1
S() /1:L'Qx x b+

Para nenhum valor de b > 1 esta area serd maior que 1. Conforme o valor de ¢ aumenta,

mais a integral se aproxima de 1. Assim:

limS(b):liml—lzl

b—o0 b—o0 b

Desta forma, mesmo sendo avaliada em um intervalo infinito, a integral converge para um
valor finito.
O mesmo procedimento pode ser usado para definir integrais improprias com limites infi-

nitos de forma geral como:

/:O F(@)dz = lim /abf(x)dx

b—o0

ou

/Oo f(x)de = lim_ /b f(z)dx

Estas integrais sao convergentes caso os limites existam e divergentes caso os limites nao

existam.

Ezemplo 01: Obtenha a Transformada de Laplace da funcao f(t) = 1.

Substituindo a funcao na definicao da transformada:

E{l}:/ e *tdt
0

Considerando que s > 0, esta integral pode ser avaliada como:

0o b
/ e Stdt = lim e stdt
0

b—oo 0

Resolvendo a integral:

: 1 —st b : 1 —sb
lim [ ——e =lim ([ ——(e™*" —1)
b—o0 S 0 b—o00 S

Neste ponto, para avaliar a integral, deve-se analisar a influéncia do termo s. Se s < 0,

0 termo —sb sera positivo e portanto no limite b — oo a integral ira divergir (ird tender ao



infinito). Assim, caso s < 0, a integral impropria diverge e a transformada ndo existe.

entanto, se s > 0, o termo e~* tende a zero conforme b — co. Assim, assumindo s > 0:

. 1 —sb _ 1
JE&(—;@ —10-—;

Dessa forma, a transformada da funcao f(¢) = 1 pode ser expressa como:

LU} = F(s) = 50

Ezemplo 02: Obtenha a transformada da fungao f(t) = e™.

Substituindo a funcao na definicao da transformada:

o0 0 b
L{e"} = / e edt = / eIt = lim [ e Vgt
0 0

b—oo 0

Resolvendo a integral:

a—s)t

b 1
) _ (e(a—s)b . 1)
0

| ( 1
lim e
b—oo \ @ — S a— s

No

Novamente, caso a — s > 0, a integral ir4 divergir e portando a transformada nao existe.

Considerando entao que s > a, a integral resulta em:

1
s—a

L{e"} =

s>a
Observe que caso a = 0 obtém-se a solu¢ao do exemplo anterior.

Ezemplo 03: Obtenha a transformada da funcao f(t) = sin(at).

Utilizando a definicao da transformada:

F(s) = /DOO e sin (at)dt

A integral pode ser determinada em termos do limite:
b
F(s) = lim [ e *sin(at)dt

b—oo 0

Esta integral pode ser avaliada por partes, fazendo:

ul — e—st N u = _le—st
s
v = sin(at) — v = acos(at)



Substituindo na integracao por partes:
b b 1
F(s) = lim (e‘“ sin(at)‘ —/ a cos(at) <——e_3t) dt)
b—oo 0 0 S

b b
F(s) = lim (eSt sin(at)’ + 2/ e 5t cos(at)dt>
0

ou ainda:

b—o0 0 S

Pode-se avaliar os limites do primeiro termo:

b
lim (e * sin(at)‘
b—o0 0
Para que a integral acima seja convergente, é necessario que o termo e~** diminua conforme
b — 00, 0 que ocorre desde que s > 0. Considerando isto e também que sin(0) = 0, o limite

acima resulta em 0 — 0.

A integral na equacao anterior também pode ser resolvida por partes. Assim:

u=e — u = —le’St
s
v = cos(at) — V' = —asin(at)

Assim:

b b
1 b 1
lim (/ et Cos(at)dt) = lim (——G_St cos(at)‘ —/ —e‘“asin(at)dt)
b—o0 0 b—o0 S 0 0o S

Substituindo na expressao anterior:

a 1 b a? b
F(s) = — lim (——e_St cos(at)’ ) — — lim (/ e st sin(at)dt)
S b—oo S 0 S b—oo 0

Pode-se observar que a integral no lado direito corresponder exatamente a definicao de

F(s). Assim, pode-se reescrever a equagao anterior como:

F(s) = =% tim (e con(an)] ) = S F(s)
§) = =5 lim { e cos(at)| 2 L(s
Avaliando os limites do primeiro termo (considerando s > 0):
© iy et o fo-1=2
= blirgloe cos(at)‘o =2 0-1) = =

Assim:

ForSro=4 o (148)re =4

o que pode ser escrito como:

(32 *;a2> Fls=% o5 Fl=—" O

S

de modo que:

F(s) = —— s> 0



1.2 Existéncia da Transformada

Para que a transformada de uma funcao f(t) exista, é necessario que a integral impropria
resultante da substituicdo de f(¢) na definicao da transformada seja convergente. Para isso,
é necessario que a fungio f(t) seja continua por partes e “cres¢a” de uma forma mais lenta

que a parte exponencial. Isto pode ser expresso como:
()] < Me™ Vi>0
onde M > 0 e a ¢ algum valor real. Esta relagao também pode ser expressa como:

lim [e”® f(t)] =0

t—o0
Esta condigao é suficiente, mas ndo necessaria, para que uma funcao continua por partes

possua possua uma transformada definida para s > a.

Ezemplo 04: Avalie se as seguintes funcoes possuem transformada de Laplace.

a) f(t) =t
Avaliando o limite, temos que:

lim |e”“?| = i
t—o0 t—oo et

Neste caso, fica claro que o limite tanto do denominador quanto do nominador tende ao

infinito. Assim, pode-se usar a regra de L’Hoépital:

t? .2t
im — = lim
t—oco eat t—oco qedt

Novamente, tem-se uma indeterminacao do tipo oo/oco. Aplicando L’Hopital novamente:

2t 2
lim = lim

t—oo qeat t—oo q2eat

Este limite tende a zero desde que a > 0, portanto, a transformada da funcao t? existe

para s > 0.
b) f(t) = e”
Avaliando o limite, temos que:
lim |e~ e | = lim e
t—o0 t—o00

Avaliando o limite do expoente:

limtz—atzlimt2<1—%>:oo

t—o00 t—o0

~ . . _ 2 ~ .
Como consequéncia, lim;_, |e atet | = 0o e portanto a transformada nao existe.



1.3 Linearidade da Transformada de Laplace

A transformada de Laplace ¢ um operador linear. Considere duas funcoes f(t) e g(t) que

possuem transformada e duas constantes ¢; e ¢y, a linearidade do operador implica que:

L{crf(t) + c29(t)} = 1 L{f (1)} + c2L{g(t)}

Esta propriedade ¢ uma consequéncia direta do fato de que a integracao é um opera-
dor linear. No entanto, & uma propriedade essencial para a resolugao de problemas mais

complexos.

a

Ezemplo 05: Obtenha a transformada da fungio f(t) = cie™+coe™ e utilize o resultado

para obter a transformada das fun¢des sinh(at) e cosh(at).

Do exemplo anterior, temos que:

1

s—a

L{e™} =

Assim:

E{Cleat + Cgeiat} = Clﬁ{eat} + CQ;C{G*at} _ &1 4 Co

s—a s+a
Considerando que sinh(at) = (e* —e~*) /2, pode-se obter esta funcgao fazendo-se ¢; = 1/2

e co =—1/2. Assim:

Lisinh(at)} = 2(31— a 2<sl+a) -3 ((S(:f)ai;i_a)a)> =3 <s22—aa2) e

Da mesma forma, cosh(at) = (e* +e~)/2 pode ser obtido fazendo-se ¢; = 1/2 e ¢y = 1/2:

ﬁ{cosh(at)}:%iaﬁ 1 :%<(S+a>+(s_a)>:%(s228 )2528

2(s +a) (s+a)(s—a) —a? —a?

1.4 Deslocamento na Frequéncia
A defini¢ao da transformada de Laplace da funcdo f(t) é dada por:

L)} = Fs) = / et

Considere o caso onde deseja-se obter a transformada de uma fungao g(t) = e” f(t):

Cig(t)) = / (M (1))t = / T e (e
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Fazendo s — b = o, temos que:

/ " et f(t)dt = F(0) = F(s — b)
0
Assim:

L{c"f(t)} = F(s = b)

Exzemplo 06: Obtenha a transformada da fungéo f(t) = e~ % cos(3t)
A transformada da funcao g(t) = cos(3t) é dada por:

S

L{cos(3t)} = G(s) = 213

Usando o principio do deslocamento de frequéncia, a transformada da funcao f(t) sera:

(s +2) _F(s)

L{e " cos(3t)} = G(s+2) = G

Notas Sobre Expansdo em Fracdes Parciais

A expansao em fracoes parciais é empregada para simplificar a razao entre polindmios

como a soma de termos com denominadores mais simples:

@) _ 5 filz)
g(x) 2 gi(x)

Um polinémio g(z) pode ser escrito como a multiplicagdo dos termos (x - raizes). Por

exemplo:

2? —3r —40 = (z +5)(x — 8)

Exemplo: Raizes distintas:

r+3 A N B (r—8A+(r+5)B
22—3x—40 x+5 -8  (r+5)(z—28)
Deve-se igualar os termos de mesma ordem, de onde se obtém que:
A+B=1 8A+5B=3 — A—2 B—11
B B 13 13
Assim:
T+ 3 . 2/13  11/13

22—3:r—40 x+5 x-—38

Exemplo: Raizes Repetidas: Quando o denominador possui raizes repetidas, pode-se elevar

um dos termos (x-raiz) ao quadrado.

541 A B C  A(s+2)*+B(s(s+2))+Cs

s(s? +4s+4) 3+(s—|—2)+(s+2)2_ s(s+2)2
11




A(s*4+4s+4)+ B(s>+2s)+Cs  (A+ B)s*+ (4A+2B+ C)s +4A

s(s+2)?2 B s(s+2)?2
de onde se obtém que:
1 1 1
A=- B=—- C=-
4 4 2
O que implica que:
s+1 1 1 1

(P 1dstd) 45 Hs+2) 2(st2p

Exemplo: Raizes Complezxas

- Quando o denominador possuir raizes complexas (irredutivel), pode-se manter o termo
que possui as raizes complexas em sua forma original. Neste caso, o nominador deixa de ser
uma constante e passa a ser um polindmio com grau N-1, onde N é o grau do denominador.

Por exemplo:

s+ 1 A B Cs+ D

s?(s2 +4s+5) §+§+(32+4s+5)

O termo Cs+ D é empregado pois o denominador deste termo contém duas raizes. Assim:

s+1 s(s? +4s+5)A+ (s> +4s+5)B + s*(Cs + D)

s2(s? +4s +5) s2(s? +4s +5)

(A+C)s*+ (4A+ B+ D)s* + (A+4B)s+ 5B
s2(s2+4s+5)

De onde se obtém que:

1
B==- D
5 25 25 25

Em muitos casos, para avaliar o termo quadratico no denominador, é preciso escrever o

polinémio de segundo grau g(s) da forma:
g(s) = (s —a)* +b=(s*—2as+a*)+b
Pode-se primeiramente ajustar o termo a e depois avaliar b. Por exemplo:
s +4s+5=(s+2)°+b=s"+4s+4+b

Para que a equagao se igual ao polinomio original, deve-se fazer 4+b = 5 de modo que b = 1.
Assim:
s +ds+5=(s+2)>+1

12



Ezxemplo: Expanda os seguintes termo em fragoes parciais.

3xr + 11
a) ——
2 —x—6
As raizes do denominador sdo:
T = —2 Tog = 3
Assim, podemos escrever o termo como:
3r+ 11 A B

= +
»?—rx—6 x+2 x-—3
Tirando o minimo, temos:

A B (x-3)A+(x+2)B (A4 B)z+(-3A+2B)

12 23 (@+2@=3  @+2@-3

[gualando com os termos de mesma ordem do nominador:
A+B=3 — A=3-B

-3A+2B =11 — -3(3-B)+2B =11 - —9+3B+2B=11
— 5B = 20 — B=4 — A=-1

Assim:
3x+ 11 -1 4

ﬁ—x—6_x+2+x—3

(b) Escreva o seguinte polinomio da forma (z — a)? + b
202 + 60 +8=0 —  2*+3x+4=0 —  (2+3/2°+b=0

- 2 +20+9/4+b=0 —  9/4+b=4 = b=4-9/4=T/4

Assim:

202 + 61 +8 = (v +3/2)° +7/4

13



1.5 Transformada de Laplace Inversa

A resolucao de problemas utilizando a transformada de Laplace usualmente envolve uma
etapa onde deve-se trazer a informacao de volta para o dominio do tempo. Neste caso,
conhecendo-se a fungao F(s) deve-se encontrar uma fungao f(t) tal que L{f(t)} = F(s). A

transformacao inversa é representada como:

LHF(s)} = f(t)

O operador integral que determina f(¢) com base em F'(s) envolve uma integracao no plano
complexo, sendo que usualmente a maneira mais simples de obter a transformada inversa
é simplificar F'(s) de maneira algébrica até se obter fung¢des cuja transformada inversa sao

conhecidas (tabeladas).

Ezemplo 07: Encontre a transformada inversa da funcao:

4s + 10

Fls)= — "2
(5) s2+6s+8

A relacao entre os polindémios pode ser expandida usando-se o conceito de fracoes parciais.

Determinando as raizes do denominador:

. —6 + /36 — 32 5 . —6 — /36 — 32
1: = — 2:
2 2

=—4

Assim, a expansao é dada como:

4s+10 A N B (s+4)A+(s+2)B
s24+6s+8 s+2 s+4  (s+2)(s+4)

De onde se obtém que:
A+B=14 4A+2B =10 — 4A+2(4—-A) =10 — 2A =2

de modo que:

Assim:
4s 4+ 10 1 3

216518 s+2 s+4

Avaliando a transformada inversa dos termos:

coiron -6y ) - k) e k)

14



Com base na transformada da funcao exponencial, pode-se ver que:

R

LTYF(s)} = f(t) = e + 3¢

De forma que:

Ezemplo 08: Encontre a transformada inversa da funcao:

2s L 3
s24+25  s2416

F(s) =

Usando a linearidade da transformada, pode-se avaliar a transformada inversa de cada um

dos termos separadamente. O primeiro termo pode ser avaliado como:

ﬁ_l{s22+$25} - 2£_l{s2i52} = 2cos(3t)

i) -3 - e () - e

Assim:

LHF(s)} = f(t) = 2cos(5t) + %sin(élt)

Ezemplo 09: Encontre a transformada inversa da funcao:

A transformada pode ser avaliada como

El{ﬁ} :“{%#}

Usando o principio do deslocamento na frequéncia

12 1
-1 b age
£ {5(5—4)%1} T

Ezxemplo 10: Encontre a transformada inversa da funcao:

1

Fs)= ——
)= 2513

Avaliando as raizes do denominador, obtém-se raizes complexa 4 + 3i. Uma alternativa

neste caso é buscar completar o termo quadrado de forma a deixar o denominador na forma
(s —a)*+0b.

15



A expansdo da funciao quadrética é da forma s? + 2as + a®. Assim, pode-se avaliar o

denominador como:

(s —4)* = s> — 85 + 16

Para compensar o termo a? = 16, diminui-se este valor da expressao final. Assim:
2 —85s+25=(s—4)*—-16+25=(s—4)*+9
Avaliando a transformada:

Meammrs) ez

Observando a semelhanca com a transformada da funcao seno, podemos escrever a trans-

e 3 (gars))

Onde pode-se observar a transformada da funcao seno deslocada por a = 4. Assim, a fun¢ao

f(t) sera:

formada como:

ft) = %e“ sin(3t)

Ezemplo 11: Obtenha a Transformada de Laplace Inversa das seguintes fungoes:

6 1 4 S
Fs) =2 Fls)= —>
a) F(s) 5+s—8 5s—3 ¢) F(s) s2+2s+5
s+2 s2+25+3
b) F(s) = —— d) F(s) =212 "'°%
) Fs) s(s? —s—12) ) Fs) (s+1)3

1.6 Resolucao de EDO’s com a Transformada de Laplace

Uma das principais utilidades da transformada de Laplace é a resolucao de Problemas
de Valor Inicial. Como sera visto a seguir, a aplicacdo da transformada em uma equagao
diferencial resulta em uma equagao algébrica no dominio de Laplace, que pode ser facilmente
resolvida e a solucao transportada de volta para o dominio do tempo. Esta abordagem
pode ser aplicada para a resolucao de PVI’s de qualquer ordem, desde que sejam lineares

e com coeficientes constantes. Além disso, a Transformada de Laplace é uma das melhores
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maneiras de avaliar problemas envolvendo forcamentos descontinuos, ou seja, quando o termo
nao-homogéneo é dado por uma fungao descontinua.
A ideia geral da resolu¢ao de PVI’s com o uso da Transformada de Laplace é ilustrada no

esquema a seguir.

Time Laplace
domain B domain
; . Step 1
| ODIE Take L?place
nitia transform
conditions (Table 3.1)

Step 2
Salve for

T = M)
Yis) = D)

Step 3
Factor D{s),
perform partial
fraction expansion

e e e s o st s o

Step 4
Solution__ Take inverse Figure 3.2 The general procedure for solving an
¥y LaplaC§ transform ordinary differential equation using Laplace
(Table 3.1) transforms.

A primeira etapa da resolucao consiste em aplicada a transformada na equacao diferencial,
ou seja, deve-se avaliar a transformada do operador diferencial. De forma semelhante, pode-
se também avaliar a transformada do operador integral. Por isso, a Transformada de Laplace
também pode ser utilizada para a resolugao de equacoes integro-diferenciais, que sao equacgoes
diferenciais que envolvem também a integral das variaveis em algum intervalo. A seguir sera

apresentado como a transformada destes operadores é obtida.

1.6.1 Transformada de Derivadas e Integrais

Avaliando a transformada da derivada de uma funcao f(t), temos que:

Liro)= [ s
0
Resolvendo a integral por partes, podemos definir:

u=-e* - U =—se v=f(t) — v = f(¢)
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De modo que:

/0 et P )t = e sl - /0 T et ()t
- e_Stf(t)‘zo +s /OOO e " f(t)dt

Observe que a integral é a propria definicdo de L£{f(t)}. Considerando o critério para
existéncia da transformada, temos que o limite do primeiro termo avaliado no infinito deve

ser zero. Assim:
L{f(t)} = sF(s) = f(0)
Para avaliar derivadas de maior ordem, pode-se aplicar a propria definicao anterior:

L{f" ()} = sLLF ()} = 1(0)

Como a transformada da derivada primeira de f(t) foi obtida anteriormente:

L{f"(t)} = s(sF(s) = £(0)) = f'(0) = s°F(s) — sf(0) — £'(0)
Pode-se continuar aplicando este conceito para avaliar a derivada de qualquer ordem:

ar d dnfl
210} S I A J A

No caso de integrais, a transformada da integral de uma fungao f(t) avaliada entre 0 e t,

z{ /Otf(t)dt} - /OOO (/Utf(t)dt) e~tdt

Avaliando a integral por partes, temos que:

é dada por:

De modo que a integral pode ser avaliada como:

[ ([ ros)ma= A fromen]s o [

Considerando que a func¢do f(t) satisfaz o critério para existéncia da transformada (taxa
de crescimento menor que exponencial), o primeiro termo tende a zero conforme ¢ tende ao

infinito. A integral no segundo termo é a propria definicao da transformada de f(¢). Assim:

e /Otf(t)dt} _ %F(s)
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1.6.2 Resolucao de Problemas de Valor Inicial

O emprego da transformada de Laplace em diferenciais retorna expressoes algébricas, o
que significa que equacoes diferenciais podem ser transformadas em equacoes algébricas.
Ezxemplo 12: Obtenha a solucao do seguinte PVI utilizando a transformada de Laplace:

d
5d—‘7;—|—4y:2 y(0)=1  y(0)=1

Considerando a linearidade da transformada de Laplace, pode-se avaliar cada um dos

termos separadamente:

55{%} AL{y} = 20{1)

Definindo L{y(t)} = Y (s), temos que:

5(5Y (5) — (0)) + 4(Y (5)) = =

Considerando a condicao inicial y(0) = 1, pode-se isolar a fun¢do Y'(s) como:

9 24 5s
Gs+DV(s)=2+5 = V) =575

Par deixar todos os termos na forma (s+a), pode-se dividir o numerador e o denominador

por 5:
2/5+s

() = s(s+4/5)

Este termo pode ser expandido em fracoes parciais da formas:

2/5+s A B (s+4/5)A+ sB

s(s+4/5) s s+4/5  s(s+4/5)
de onde se obtém que 4/5A4 = 2/5, 0 que implica que A =1/2 e A+ B = 1, de modo que

B =1/2. Assim:
2/54+s 11 1 1

s(s+4/5) 25 2(s+4/5)

Como se deseja obter a funcao y(t), aplica-se a transformada inversa em Y'(s):

y(t) = LY ()} = %5_1&} + %E_l{m}

Com isso, temos que:

Ezemplo 13: Obtenha a solucao do seguinte PVI utilizando a transformada de Laplace:

Py dy dy
— -2 2y =0 0)=1 —= =4(0)=0
a2 dt y(0) gty = V0
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Considerando a linearidade da transformada, pode-se avaliar cada termo separadamente:
d’y dy
ZIL_pl2IL o —
5{ at? } L{ dt} Liyy =0
De modo que:
(s*Y(s) — sy(0) = /(0)) = (sY () = y(0)) — 2Y(s) = 0
Separando os termos:
(s* = s = 2)Y(s) + (1 = s)y(0) = y'(0) =0

Isolando a fungao Y (s):

y'(0) + (s — Dy(0)
s2—s5—2

Y(s) =

Considerando as condigoes iniciais conhecidas:

s—1
Y(s)=————
() s2—s—2
Avaliando por fracoes parciais:
s—1 A N B A(s+1)+ B(s—2)
s2—s5—2 s—2 s+1  (s+1)(s—2)

de onde se obtém que A =1/3 ¢ B =2/3. Assim:

s=1 1 2
s2—5—2 3(s—2) 3(s+1)

Y(s) =

Avaliando a inversa desta fun¢do, obtém-se a funcio y(t) desejada:

0= e

Ezxzemplo 14: Obtenha a solucao particular do seguinte PVI utilizando a transformada

de Laplace:
d?y dy
_— g — 1 _ — ! — 1
2z Y y(0) al =Y (0)
Avaliando a transformada de cada um dos termos:
d?y
£} - o) =t
2y~ Ly =Ll
1

= (s"Y'(s) — sy(0) = y/(0)) = Y(5) =
Isolando a fun¢do Y (s):

(s* = 1)Y(s) = sy(0) +4/(0) + -



Considerando as condigoes iniciais, a expressao pode ser avaliada como:

5_s+1+1/82_ s 1 !
Y( )_ (82_1) o (82_1)+(32_1)+32<52_1)

Os dois primeiros termos podem ser facilmente identificados como a transformada das
fungoes cosh(t) e sinh(¢). O ultimo termo pode ser avaliado através da expansao em fragoes

parciais:
1 A B (s* —1)A + Bs?

2(s2-1) 2 £2-1  2(s2-1)

De onde se obtém que A=1e A— B =0 de modo que B = 1. Assim:

I
s2(s2—1) 2 s2—1

Assim, temos que:

S 1 1 1 S 1 1
Yo -oygteonteste-y o0 YFon 2

Avaliando a transformada inversa de cada um dos termos:

LYY (8)} = y(#) = cosh(t) + 2sinh(t) + ¢ = get _ %et +t

Ezxemplo 15: Obtenha a solugao particular do seguinte PVI utilizando a transformada
de Laplace:

dy

y(0) =0 o

Avaliando a transformada de cada um dos termos:

25{%} + 35{%} — 2oy} = cite
= 2% (3) = (0) = y/(0)) + 3(s¥ () = (0)) = 2(5) = =5
Considerando que y(0) = 0 e que y'(0) = —2:
9 B 1
25°Y (s) +4 4+ 3sY (s) —2Y(s) = 12
Juntando os termos:
2 = 2 §s — s 1
(2s +3s—2)Y(s)—|—4—2<3 +3 1>Y()+4($+2)2

As rafzes do polinomio de 2° grau sdo s; = —2 e 53 = 1/2, de modo que 2(s*+3s/2—2) =
2(s+2)(s —1/2)
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Isolando a funcao Y (s):

1 4 1 4

) = S G- 122 26+ 2)(-1/2) 25— 1/ + 2 2(s +2)(s— 1/2)

Antes de aplicar a decomposicao em fracoes parciais, pode-se juntar os dois termos:

1—4(s+2)? 1—-4(s*+4s+4) —4s*—16s—15
2(s —1/2)(s +2)3  2(s—1/2)(s+2)3  2(s—1/2)(s+2)3

Y(s) =

Este termo pode entao ser avaliado como fragoes parciais:

Vis) — —4s? — 165 — 15 B A B n C n D
() = (s —1/2)(s+2)3 (25 —1) * (s+2) (5+2)2 (s+2)3

Avaliando o MMC:

A(s+2)*+B(2s—1)(s+2)*+C(2s —1)(s+2) + D(2s — 1)

Yis) = (25 — 1)(s + 2)°

Fazendo a expansao e juntando os termos de mesma ordem:
Y(s) = (A+2B)s* + (6A+ 7B 4 2C)s* 4+ (12A + 4B + 3C 4 2D)s + (84 — 4B — 2C — D)
[gualando os termos de mesma ordem, obtém-se 4 equacoes:

A+2B=0 — B=-A)2

6A+T7B+2C = —4 — 6A—£A+QC:—4 — C:—ZA—Q

12A+4B +3C + 2D = —16 — 12A—2A+3(—§1A—2>+2D:—16

15A 25A 25
10A—?T—6+2D:—16 — 5——|—2D:—1O — D=—-—A-5

25A
8A—4B —20C — D = —15 — 8A+2A—2(—§A—2)+?+5:—15
104 + 5A+ 25/1 = —924 — 1254 =-24 — A= —@
2 8 8 125
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Com isso, pode-se determinar as demais constantes:

96 2 1

T 125 25 5

Assim, temo que:

o 192 96 2 1
) =~ 1mae_12) T B2 BeL2E 52

O que também pode se escrito como:

Y(s) =158 (‘<3_ 2) " (5+2) (s+27 <3+2>3>

Agora, a transformada inversa de cada termo pode ser determinada:

1 —t/2 2t ot 295 o
- 1
y(t) 195 < 96e + 96e Ote 5 te

Ezxemplo 16: Obtenha a solucao dos seguintes PVT utilizando a transformada de Laplace:

0) %+3y:et y(0) = 0
b) y"(t) +5y'(t) +4y(t) =0 y(0)=2 ¢ (0)=1
c) y'(t) +y'(t) +2y(t) =0 y(0)=0  y'(0)=3
d) y"(t) +4y'(t) + 4y(t) = e y(0)=0 4 (0)=0
e)y'(t) + /2 = 17sin(2t) y(0) = —1
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Lista de Exercicios 01 - Introducao a Transformada de Laplace

01) Demonstre a obtengao da transformada de Laplace das seguintes fungoes:

a) f(t)=1—2e2

b) f(t) =1

c) f(t)=t>+t

2) Faca a expansao em fragoes parciais para os seguintes termos. Quando o denominador

possuir raizes complexas, escreva os polinomios de segundo grau da forma (x — a)? + b.

4
) 10 = o
b) f(z) 322 + Tx + 12

(x4 1)(2% + 22 +5)

D @) = =

3) Obtenha a transformada de Laplace inversa das seguintes fun¢oes:

20
(s—1)(s+4)
R: f(t) = de (=1 + &%)

a) F(s) =

_ 2s+16
5216
R: f(t) = e + et

b) F(s)

10
F =
©) F(s) 25 + /2
R: f(t) =5et/V2

1
(s+a)(s+0) a7b
R: f(t) = e~ /(b—a) + e~ /(a —b)

d) F(s) =

1
e) F(S) = m a=1>b
R: f(t) =te®
25+ 5
R: () = (1/2)e=5(1 + 3¢l01)
B s(s+1)
8 E) = 196+ 9

R: f(t) = e *(6 — 6e' + €2)

+4
R: f(t)=e '(1+3t)
. 1
i) 17’(<<>‘):—52+3_i_1

R: f(t) = (2/v3)e /2 sin(\/3t/2)

4) Resolva os seguintes Problemas de Valor Inicial utilizando a transformada de Laplace:

dy _
a)aﬂLy:et y(0) =5

R:y(t)=(t+5)e "

Py dy

b) — —2—= -3y =06¢" y(0)=1

dt? dt
R:y(t) = —3/2¢! + 3/4et + 7 /4>

dt li=o



&Py d d
ol ysY iey=0 yo)=2

a2 "t dtli—o
R:y(t) = 9e 2t — 73
&Py dy dy d?y dy
d)—=+6—=+11=+6y=1 — = = =y(0) =0
Vi T g T g T 72 o = dtlieo ~ Y0
R:y(t)=1/6—1/2e7 "+ 1/2e7%t —1/6e 3
dy
—4+3y=0 0)=2
¢) - +3y y(0)
R:y(t) = 2e3
d>y  dy dy
)y =4 4 4y =0 =2 2| =1
Ve Y Y y(0) dt li=o
R: y(t) = 22 — 3te?!
dy
g o —2y=e" y0)=-5
R: y(t) = &3 — 6e?

Py dy dy
A L A -1 Y =
Vg g =0 o) dt 1—o

R: y(t) = e'(4sin(2t) — cos(2t))

d>y  _dy dy
1) — 3— 2 = —t O = O —_ =
Vg P T y(0) dt li=o

R:y(t)=e 2 —e 7t +te?

5) Resolugao de sistemas de EDO’s: Da mesma forma que a aplicagdo da Trans-
formada de Laplace em uma EDO linear com coeficientes constantes transforma a equacao
em uma relacao algébrica, pode-se aplicar a transformada em um sistema de EDO’s para se

obter um sistema algébrico, que pode entao ser resolvido. Considere o seguinte sistema de

PVT’s:

d

d—sz:c—?)y 2(0) =8
dy

Yoy —o 0) =3
i y(0)

a) Aplique a Transformada de Laplace neste sistema e resolva o sistema algébrico resultante
para obter expressoes para X (s) e Y(s);
b) Obtenha a solugao do sistema de equagoes diferenciais;

R: x(t) = 57t + 3e* y(t) = 5et — 2e*
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2 EDQO’s com Forcamentos Descontinuos

2.1 Funcao Degrau e Deslocamento no Tempo

Uma das principais vantagens da utilizacao da transformada de Laplace na modelagem
de processos é a facilidade em operar com funcoes descontinuas. Como a transformada é
definida em termos de uma integral, é possivel expressar a transformada de Laplace de uma

fungao ¢(t) que contém uma descontinuidade em ¢ = a como:

Yy A

y(a-0)

y(a+0)

|
0 a t

FIGURE 7.1 A discontinuous function g(r).

a—e€ o

T —st . —st
L{g(t)} = lim o g(t)dt + lim . g(t)dt

Dentre as funcoes descontinuas mais importantes nas engenharias, pode-se destacar a

funcao degrau ou funcao de Heaviside. Esta funcao é definida como:

Esta fungao funciona como um “interruptor” (liga/desliga). Pode-se usar fungoes degrau
também para descrever fungoes que possuem valores 0 ou 1 em intervalos finitos, conforme
apresentado no grafico a seguir:

Esta funcao pode ser modelada como:

y(t) = ux(t) — uax(t)
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FIG. 6.3.1 Grifico de y = u(1).

1} S

|
n 3r t

N S

i
|
|
I
|
n
FIG. 6.3.3 Gréfico de y = u (1) — u,,(1).

Pode-se empregar este tipo de funcao para “ativar” uma determinada fungao f(¢) somente

dentro de um intervalo especifico.

2.1.1 Deslocamento no Tempo

Em muitos processos fisicos, a funcao que descreve as varidveis pode ser deslocada no
tempo, conforme apresentado no grafico a seguir. Neste caso, ndo ocorre uma ativagao/desativagao
da funcdo, mas sim um deslocamento de toda a fungdo. Considerando que a fungao f(t) de-

finida em um intervalo [0, 00) seja deslocada por um valor ¢, a fun¢ao deslocada corresponde

a f(t—c).

f(Hu(t)
f(t-c) /

Como a funcao f(t) era definida a partir de zero, a funcdo f(t —c) vai ser definida a partir
de t = c. No entanto, em muitas aplicacoes que envolvem integral, como por exemplo para

determinar a Transformada de Laplace, deve-se conhecer a funcao a partir de t = 0. Para
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contornar este problema, pode-se supor que a fungdo f(t — ¢) seja igual a zero no intervalo
de t =0 até t = ¢, de modo que a area embaixo da curva (integral) seja nula.

Assim, considerando que a fungao f(t — ¢) deve igual a zero para t < ¢, pode-se usar a
funcao degrau ativar a funcao somente em ¢t = c¢. Pode-se representar a curva deslocada f(t)
valida no intervalo [0, 00) como:

f(@) = uc(t)f(t —c)

Avaliando a transformada de Laplace desta funcao, temos que:

cuu»=£&uwﬂt—@%=lmaﬂ%av@—@ﬁ

Para valores de t < ¢, a fungdo vale zero, de modo que a integral (4rea abaixo da curva)

pode ser avaliada a partir de t = c:

u@ﬁﬁ@—@}zjweﬂmuvu—@ﬁ

Neste caso, a fungado u.(t) serd igual a 1 em todo o intervalo de integracao. Para resolver

a integral, pode-se realizar a seguinte mudanga de variaveis:
r=t—c — dr = dt
Quando t = ¢, x = 0, de modo que a integral pode ser avaliada como:

/t=<><> e u(t)f(t — c)dt = /IZOO e™*@H) f(z)da
t=c =0

ou ainda:

_ / T e f () = e / T e f(a)da

=0 =0

A integral corresponde exatamente a definicao da transformada da funcao nao-deslocada

f(t), de modo que:

L{f(t)} = e F(s)
Considerando a mudanga de varidvel empregada:
L{uc(t)f(t — )} = e F(s)

Este procedimento é conhecido como deslocamento no tempo.
Resumo:

- Deslocamento na frequéncia:

L{c"f(t)} = F(s = b)
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- Deslocamento no tempo:

L{uc(t)f(t =)} = e F(s)

Ezxemplo 01: Obtenha a transformada de Laplace da seguinte funcao:
f(t) = ug(t)sin(t — )

Considerando o principio de deslocamento no tempo, a transformada desta funcao sera

—TSs

igual a:
—Ts : —7s 1 €
LUB) = e Lsin(0)} =™~ =

Ezemplo 02: Encontre a transformada inversa da seguinte funcao:

e~ s 6_25 6—35

F(s) =
(s) 82+7T2+82+7T2+(8+2)2

Considerando a linearidade da transformada, cada um dos termos pode ser avaliado sepa-
radamente. Com a exce¢ao da parte exponencial, o primeiro e o segundo termo correspondem
a transformada da fungao (1/7)sin(nt). Usando o principio do deslocamento no tempo, o

primeiro termo é avaliado como:

E_l{ c’ } = E_l{e_sl T } = %sin(mﬁ)ul(t)

52 + 72 T 82+ w2

Da mesma forma, o segundo termo é avaliado com:

E’l{ ™ } = £1{625l u } = lsin(mf)ug(zf)

52 + 72 T 82+ 72 T

Desconsiderando a parte exponencial, o terceiro termo pode ser avaliado como:

cHorom)

Este termo pode ser avaliado como a transformada de f(t) = ¢ com um deslocamento na

frequéncia de —2. Entao, temos que:
1
E_l{—} =te %
(s +2)2
Considerando agora o principio do deslocamento no tempo, o terceiro termo completo

resulta em:
—st

CN ) = O =3
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Assim, a transformada inversa da fungdo F'(s) sera:

L HF(s)} = %sin(mﬁ)ul(t) + %sin(mf)uQ(t) +ug(t)(t — 3)e 2t

Ezemplo 03: Encontre a transformada inversa da seguinte funcao:
s—e 2%
s24+2s5+5

G(s) =

2.2 Funcao Delta de Dirac

Outro exemplo de funcao descontinua muito utilizada na modelagem de fenémenos fisicos
é a funcao delta de Dirac, também chamada de funcao impulso. Esta funcao é empregada
para descrever forcas de modulo grande que agem por pequenos intervalos de tempo.

Considere uma equacao da forma:

Py dy
27 — g(t
a—g Too ey g(t)

onde g(t) representa uma forga aplicada em um intervalo ¢ — 7 < t < ¢+ 7 e é zero para
os demais valores de t.

A integral I(t), definida como:

representa o impulso causado pela for¢a dentro do intervalo (¢ — 7,¢+ 7). Como a funcao é

nula fora deste intervalo, a integral pode também ser avaliada como:

= [ gt

o0

Em particular, considere ¢(t) definida como:

1/27 c—T<t<c+T

0 t<c—Tout>c+rT
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Avaliando o limite 7 = 0

0 t+40
limg(t) =
t—0

00 t=0
A fungao delta de Dirac (d(t)) é obtida avaliando a integral no limite 7 — 0, sendo que,

por defini¢ao, neste caso I(t) = 1. Dessa forma, §(t) é definida como:

dt—c)=0 t#c
/mé(t—c)dtzl

oo

Nenhuma funcao comum satisfaz estas condicoes, sendo por isso definida a funcao delta
de Dirac. Fisicamente, esta fun¢ao representa um impulso aplicado em t = c.
Para avaliar a transformada de Laplace da fun¢ao (¢ — ¢), podemos considerar que:

d(t —c) =limd,(t —¢)

T7—0

De modo que:

£{0(t — o)} = lim £{d (¢ )}

Como d,(t — c) é diferente de zero apenas no intervalo ¢ — 7 até ¢ + 7, temos que:

c+71

L{d.(t—c)} = /000 et (t — c)dt = / e *d.(t — c)dt

-7

Substituindo a definicdo de d,(t — ¢):

c+T

L{d.(t —c)} = %/ e *tdt = —ie_s'5

o—r 2sT

t=c+T1 1
_ e—sc(es7' . 6—57’)
t=c—T1 28T

O resultado acima pode também ser expresso como:

sinh(s7) _,.
=—— "¢

LAd,(t =)} =

ST

De modo que:

L{o(t —c)} = lim {sinh STe_SC}

7—0 ST

O limite gera uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando L’Hopital:

L{6(t —c)} = lim {we_sc} =e

S

Esta equacdo define a transformada para (¢ — ¢) para qualquer valor de ¢ty > 0. Avaliando
o limite quando t — ¢, temos:

L{6(t)} = lir% e =1
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Em muitos casos, a funcao Delta de Dirac aparece multiplicada por outra fungao que
define a natureza do impulso. Como (¢ — ¢) é diferente de zero somente em algum valor de
t = ¢, o produto f(t)d(t — ¢) representa um impulso de intensidade f(c) em t = c.

A transformada do produto f(¢)d(t — ¢) ¢ dada por:

LA — o)} = / e B8 — o)

Como este termo s6 é diferente de zero em ¢t = ¢, temos que:

CLF()S(t — o)} = /OOO e F(0)3(t — ¢ dt

Como e *¢f(c) representa um valor constante no dominio do tempo:

L{ft)o(t—c)} =e*f(c) /000 ot —c)dt

Como a integral de 6(t — ¢)dt é definida como 1:

L{f(1)o(t = c)} = e f(0)

2.3 EDO’s com Forcamentos Descontinuos

Em muitos casos, o termo nao-homogéneo das equagoes diferenciais (r(t)) é dado por
uma funcao descontinua, sendo neste caso a transformada de Laplace um dos métodos mais
adequados para a analise do problema.

Ezxzemplo 04: Resolva o seguinte PVI:

;

1 5>t<20
>y dy dy
2ot 2y =r(t t) = 0)=0 —| =0
Tt r(t)  r(t) . 0>t<5 y(0) i A
t > 20

\

A parte ndo-homogénea representa uma fun¢ao degrau unitario entre 5 e 20 e nula para

os demais valores. Em termos da funcao degrau, esta fungao pode ser expressa como:
T‘(t) = U5(t) — UQQ(t)

Conforme visto anteriormente, a transformada desta funcao pode ser dada como (consi-

derando f(t) = 1):

6—55 6—208

L{r(t)} =

S S
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Avaliando também a transformada da parte homogénea:

—5s 67205

2(s*Y (s) — sy(0) — y/(0)) + (sY (s) — y(0)) + 2V (s) =

s s
Usando as condi¢oes iniciais e agrupando os termos semelhantes, temos que:

6—55 + 6—203

Y (5)(25% 45 +2) =
s
De modo que:

1
- 5(282 45+ 2)

6—55 + 6—208

Yis) = s(2s2 + s+ 2)

= H(s)e ™ + H(s)e 2 H(s)

Considerando que £L7'{H(s)} = h(t) e utilizando o principio de deslocamento no tempo,

temos que:
y(t) = us(t)h(t — 5) — ugo(t)h(t — 20)
Para determinar o formato da funcdo f(¢), temos que avaliar a inversa de H(s). Para isso,
pode-se expandir a funcao em fragoes parciais:

A+ Bs+C (28 +5+2)A+(Bs+C)s
5 2824 54+2 5(2s%2 4+ s+ 2)

H(s) =

de onde se obtém que A =1/2, C = —1/2 e B = —1. Assim:

1 1/2
25 282+ s+2
O primeiro termo pode ser facilmente avaliado. Para analisar o segundo termo, pode-se
dividir os termos por 2 e completar o quadrado no denominador:
s+1/2 1/2(s+1/2) 1/2(s+1/2)
252 +s5+2 s24+s/2+1  (s+1/4)2+1-1/16

ou ainda:

1 (s+1/4)+1/4 _1( (s +1/4) 1 V/15/16 )

T 2(s+1/4)2415/16 2\ (s+1/4)2+15/16 = /15 (s + 1/4)2 +15/16

O primeiro termo pode ser visto como a transformada da func¢ao cosseno e o segundo

termo da fungao sendo deslocadas por 1/4 na frequéncia. Assim:

H(s) = _% <( (s+1/4) 1 /15716 )

2s s+1/4)2+15/16 /15 (s +1/4)2 + 15/16

(et/4 coSs <\/1_5t) + 1 e Y*sin <@>>
4 \/ﬁ 4
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Ezxemplo 05: Encontre a solucao do Problema de Valor Inicial:
d*y  dy dy
a2t Tty w0 =0 g =0

Aplicando a transformada de Laplace na equacao:
2(s°Y (s) — sy(0) — y/'(0)) + (sY (s) = y(0)) +2Y (s) = e™™*

Usando as condigoes iniciais e agrupando os termos:
—4s

2 __—4s _ e
(28 + s+ 2)Y(S) =€ — Y(S) = m
Dividindo o numerador e o denominador por 2:
e 48 1
Y =
) =5 Fismi1

Completando o quadrado no denominador, temos:

e~ 1 el 4 V15/4

Y = o G P T 15/16 ~ 2 VB (s 1 L/ 1 15/16)

Considerando que:
E‘l{ V15 /4
(s+1/4)2+15/16

A funcao exponencial no dominio de Laplace, resulta em um deslocamento no tempo.

} — h(t) = sin(V15t/d)e"t/

Assim:

LYY ()} = y(t) = ——ua(D)h(t - 4)

2
v/ 15
ou ainda:

Vit) = (e sin(VS(E — /)

Considerando as propriedades da fungao degrau, este resultado pode ser expresso como:

0 t<4
y(t) = _
V15 4
Ezemplo 06) Obtenha a solucao dos seguintes PVI’s
dy 0 t<1
2) Ly=r(t) ()= y(0) =0
1 t>1
dy
b)%—l—y:é(t—l)—irt y(0) =1
d2
©) < +y = use(t) yO)=1 Y (0)=0



2.4 Convolucao

Devido a linearidade da transformada de Laplace, sabe-se que {f(t) + g(¢t)} = L{f(¢)} +
{g(t)}. No caso da multiplicagao de duas fungoes f(t) e g(t), no entanto, ndo ocorre a mesma

relacao. Assim:
LL(f()g()} # LLFO)IL{g(0)}

O produto da transformada de duas funcgoes é, na verdade, igual & transformada da con-

volucao destas duas funcoes:
L{F ()3 LLg(0)} = L{(f * 9) (1)}
A convolugao entre as fungoes f(t) e g(t) é definida como:

h(t) = (f * g)(t /ft—r dT—/f g(t —7)d

Teorema: Se duas funcoes F'(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para s > a > 0,
entao:

H(s) = F(s)G(s) = L{A(1)}

h@=ﬁwaAUwJMﬂ

Ezxzemplo 06: Usando a propriedade da convolugao, encontre a transformada inversa de:

onde

Fazendo:
1 1
(s —a) s

F(s) =

temos que H(s) = F(s)G(s). As transformadas inversas de F(s) e G(s) sao facilmente
obtidas:

LTHF(s)} = e L7HG(s)} =1
Definindo f(7) = e°" e g(t — 7) = 1 e considerando a propriedade da convolugao:

a 0 a

t 1 . 1
ht)=(f*g)(t) =e"x1= / ¢ ldr = —e| = ~(e™ — 1)
0
Assim:

C7HH(s)} = ht) = ~(e — 1)

a
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2.4.1 Propriedades da Convolucao

A convolucao mantém muitas das propriedades da multiplicacao normal. Por exemplo:
- Comutatividade: fxg=gx f

- Distributividade: f* (g1 +g2) = f*x g1+ f * g2

- Associatividade: (f*g)«h= fx*(gxh)

No entanto, algumas propriedades nao sao mantidas. Por exemplo, f 1 #£ f:

f*lz/otf(t—r)-1d7':/0tf(t—7')d7'

Por exemplo, fazendo f(t) = cos(t):

fxl=cos(t)*x1= /t cos(t — 7)dr
0

A integral pode ser facilmente resolvida através de uma mudanga de variavel ¢t — 7 = w:

::) = —sin(0) + sin(¢) = sin(t)

/Ot cos(t — 7)dr = —sin(t — 7)

Ezxzemplo 07: Encontre a transformada inversa de:

a
H(s)= ——
(s) s2(s2 4 a?)
A fungado H(s) pode ser escrita como:
1 a
His) = F(5)G()  Fls)=%  Ols)= 5o

onde as transformadas inversas de F(s) e G(s) sdo conhecidas:

LHF(s)}=ft)=t  LH{G(s)} = g(t) = sin(at)

Para avaliar h(t), usa-se a propriedade da convolucao:

h(t) = (f % g)(t) = /U t(t — 7)sin(ar)dr = /U ttsin(aT)dT - /O thm(aT)dT

Considerando que:

t _

t T=t t

/ tsin(at)dr = —— cos(ar) = ——(cos(at) — 1)
0 a =0 a

A integral do segundo termo pode ser avaliada por partes, definindo:

, , . cos(ar)
u=r — uW=7=1 v' = sin(ar) — v=—
a
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de modo que:
7 cos(ar)

T=t t
N / cos(ar) i
7=0 0 a

T=t (t cos(at)) (sin(at) )
= + -
=0 a a
Juntando os termos:

h(t) = _ teos(at) LIy (M) B (Sm(at)) _t (Sin(at)>

[ ssntonie =
- _ <tCOS(at)> . sin(ar)

a

a a?

a a a

Ezemplo 08: Encontre a solucao do PVI:

d*y dy
SV 4 gy = g(t =3 Y =
onde ¢(t) é uma funcdo qualquer.
Avaliando a transformada da equacao diferencial, temos:
(s°Y'(s) — sy(0) — /(0)) +4Y (s) = G(S)
Empregando as condi¢oes iniciais e isolando Y(s):
3s — 1+ G(s) s 1 2 1 2
(s) s2+4 w14 214 aiaCl)

Avaliando a inversa de cada um dos termos:

2
s2+4

y(t) = 3 cos(2t) — %sin(2t) + %ﬁ‘l{ ¢(s))

Para avaliar a inversa do tltimo termo, pode-se empregar o conceito de convolucao:

y(t) = 3 cos(2t) — %sin(%) + % /0 sin(27)g(t — 7)dr
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Lista de Exercicios 02 - EDQO’s com Forcamentos Descontinuos

1) Obtenha a solucao dos seguintes PVI’s com forgamento descontinuo:

d?y 0 O0<t<l1 dy
a) wzr(t) r(t) = y(0) =0 o
1 t>1

R:y(t) = (1 -2t +t3)uy(t)/2

t=0

d2 1 0<t<m/2 d
b) d—tf Yy=r(t) ()= y(0) =0 d—i =1
0 t>m/2 -
R:y(t) =1 —cos(t) +sin(t) — ur/2(1 — cos(t — m/2))
d*y dy —t dy
C)ﬁ%—QE—i-Zy—e +56(t — 2) y(0) =0 i
R: y(t) = e tsin(t) + e t(1 — cos(t)) + bug(t)e~ =2 sin(t — 2)
d’y | dy dy
d) =2 +5-2 = 5(t — 7/2) + un cos(t = =
) 7 +5dt + 6y = 6(t — 7/2) + u, cos(t) y(0)=0 i

R: y(t) = g p(e7 2™ — e73837/2) — (u, (¢)/10)(—4e™2+2™ 4 3e=3H3™ — cos(t) — sin(t))

2) Considerando os principios de deslocamento no tempo e na frequéncia, obtenha a trans-

formada inversa das seguintes funcoes:

6743 e~ s
d) F(s) = ———
) F(s) $2+ 25+ 2

R: f(t) _ ef(tfﬂ) sin(t—m)ur (t)

2) Fls) = 5
R: f(t) = ua(t)(t —4)

se? 1
b)F(S):—s2+a2 e)F(S):—s2+4s+4
R: f(t) = uy(t) cos(a(t — 1)) R: f(t) =te 2

B B B B 1— 6—25
c) F(s) =52~ (5245 1)e f) F(s) = =

R: f(t) =t —tuy(t) R: f(t) =t — (t —2)ua(t)

3) Use o conceito de convolugao para obter a transformada inversa das seguintes fungoes:

1 S
A Fl) = 5oy V= ep
1 5)
b) F(S):SQ(S—Q) d) F(S>:(32—|—1)(82+25)
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3 Transformada de Laplace Aplicada a

EDP’s

A transformada de Laplace também é uma ferramenta ttil na resolugao de equacoes di-
ferenciais parciais, em particular quando estas possuirem somente duas variaveis indepen-
dentes. Assim como a aplicacao da transformada em uma EDO linear com coeficientes
constantes transforma a equacgao diferencial em uma equagao algébrica, a aplicacdo em uma
EDP com duas variaveis independentes transforma a EDP em uma EDO, que pode entao ser
resolvida analiticamente. A solu¢ao da EDO serd termos da variavel do dominio de Laplace
e de uma das variaveis independentes originais, porém aplicando a transformada inversa
pode-se obter a solugao da EPD no dominio original.

Para entender a aplicagao da Transformada de Laplace em EDP’s, pode-se primeiramente
avaliar a transformada de um funcao de duas variaveis u(z,t). Por analogia, esta transfor-

mada sera chamada de U(z, s), sendo definida como:

Clu(z, 1) = Ulz, 5) = /OOO ez, 1)t

Como a integracao é realizada em termos da variavel ¢, a variavel x é tratada como constate.

Por exemplo, considere a seguinte funcao:
u(x,t) = x + e + sin(2xt)

A transformada de Laplace desta funcao sera:

1 " 2x
s—x s24+4z2

Ulx,s) = L(u(z,t)) = % +

De forma semelhante, pode-se avaliar a transformada da derivada de u(z,t) em fungao de

ou < 40u
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Resolvendo a integral por partes:

L (%> = e u(z, )| + s/ e *u(x, t)dt
ot 0

Considerando novamente que o limite de ¢ — oo do produto e™**u(z, t) tende a zero, a rela¢io

anterior pode ser expressa como:

L (%) = sU(x, s) — u(z,0)

Da mesma forma, a transformada da derivada segunda sera:

ou(z,0)

. (8%) = $*U(x, ) = su(x,0) - —

o2
Além da derivada parcial em funcao de ¢, a EDP também ird envolver alguma derivada

em fungao de x. A transformada de Laplace da derivada primeira de u(x,t) em relacdo a x

ou < _,0u

Utilizando a regra de Leibniz, a integral anterior pode ser escrita como:

o d oo
/ e’St%dt = — e *u(z, t)dt
0 ox dz J,

é dada por:

Assim:

oz dx

Utilizando a mesma relagao, a transformada da derivada segunda ¢ dada por:

r Pu\  d*U(z,s)
or?)  da?

g(au) _ dU(z,s)

Com isso, pode-se transformar uma EDP envolvendo duas variaveis independentes x e ¢

em uma EDO contendo somente a varidvel independente x.
Exemplo 01: Considere a seguinte EDP:
ou  Ou
—+ = =- >0 t>0
Ox * ot h v
e as seguintes condicoes inicial e de contorno:
u(0,t) =0, u(z,0) = sin(z)

Obtenha a solucao para este problema utilizando a Transformada de Laplace.
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Aplicando a Transformada de Laplace na EDP, a equacao pode ser escrita como:

dU(zx, s)

s +sU(x,s) —u(z,0)+ U(x,s) =0

Utilizando a condigdo inicial especificada e omitindo o argumento da fun¢ao U(z, s):

d
% + (s + 1)U = sin(x)

Como esta é uma EDO de primeira ordem linear, pode ser resolvida utilizando o método do

fator integrante. Neste caso, o fator integrante sera:

_ ef(s—l—l)da: (s+1)z

() =e

Multiplicando a EDO pelo fator:

d
d_ (e(s+1)xU) _ 6(s+1)x sin(az)
x

Integrando ambos os lados em relacao a x, obtém-se:
eI (1, 8) + C = /e(sﬂ)m sin(z)dz

A integral acima pode ser resolvida por partes, onde obtém-se que:

(S+1)$‘ _ + 1+ 3
/€(S+1)‘T sin(z)dz = e ( Czsg(f_)% —(i_ . s) sin(x)) .

Substituindo na expressao anterior e juntando as constantes de integragao:

(s + 1) sin(x) — cos(x)

—(s+1)z
$2 1 25+ 2 e

Ulx,s) =

Para determinar a constante de integracao C, pode-se utilizar a condi¢ao de contorno

especificada u(0,¢) = 0. Da defini¢ao da transformada de u(z,t), temos que:

L(u(z,t)) =U(z,s) = /000 e *tu(z, t)dt

Isto implica que:
U(0,s) = / e *u(0,t)dt
0
logo, se u(0,t) = 0, como consequéncia a integral acima sera nula e U(0,s) = 0. Assim, a

constante C' pode ser avaliada como:

(s + 1) sin(0) — cos(0) L et o

U0 =0= - -
(0, 5) s24+25+2 52425+ 2
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Com isso, U(z, s) é dada por:

(5 +1)sin(z) — cos(x) + e~ (s+1)z

Ulz,s) = s24+25+2

Avaliando a transformada inversa da funcgao anterior, obtém-se a solucao para a EDP com

as condigoes especificadas:

u(x,t) = e " cos(t)(sin(z) — sin(t) + u, sin(t — x))

Ezemplo 02: Considere a seguinte EDP:

e as seguintes condicoes inicial e de contorno:
u(z,0) =0, u(0,t) =t
Obtenha a solucao para este problema utilizando a Transformada de Laplace.

Ezemplo 03: Considere a equagao do calor (unidimensional), expressa como:

0 0?
8_?:8_;;’ x>0, t>0

com uma das extremidades (x = 0) mantidas a u = 1, de modo que
u(0,t) =1

e possuindo a seguinte condic¢ao inicial:
u(z,0) =0

Além disso, considere que a equacao é resolvida em um meio semi-infinito e que a temperatura
em uma distancia suficientemente grande da origem (z = 0) permanece igual & condigao
inicial, ou seja:

lim u(x,t) =0

T—r00

Obtenha a solucao para este problema utilizando a Transformada de Laplace.

42



Lista de Exercicios 03 - Aplicacao da Transformada de Laplace em EDP’s
01) Resolva a equagao:
ou n ou ]
or ot
no dominio z > 0, ¢ > 0 sujeita & condi¢do inicial u(z,0) = 0 e a condi¢do de contorno
u(0,t) = 0.

R: u(z,t) =t —uy(t — x)

02) Considere a equacao do calor, expressa como:

ou 0*u
o 2 t
r =k 0<x <2, >0

com as duas extremidades mantidas a © = 0, de modo que
u(0,t) =0, u(2,t) =0
e possuindo a seguinte condic¢ao inicial:
u(z,0) = 3sin(27z)

Obtenha a solucao para este problema utilizando a Transformada de Laplace.

R: u(z,t) = 3e4"t) sin(27z)

03) Utilizando a Transformada de Laplace, obtenha a solugao para a equacao da onda

Pu 0%

W—C@, t>0, x>0

com as seguintes condicoes iniciais e de contorno:

ou
u(z,0) =0 %t:():()

u(0,t) =1 lim w(z,t) =0

T—00
Obtenha a solucao para este problema utilizando a Transformada de Laplace.

R:u(w,t) = uy (1)
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4 Séries de Fourier

As séries de Fourier sao utilizadas para representar funcoes em termos de um somatorio de
funcoes mais simples, neste caso senos e cossenos. A utilizacao das séries de Fourier é similar
as séries de Taylor, onde uma dada funcao pode ser representada em termos uma série de
poténcias. Devido ao comportamento periddico das funcoes seno e cosseno, a representacao
de uma funcao em termos de séries de Fourier resulta em uma funcao periédica. Por isso,
as séries de Fourier sao muito utilizadas para a resolucao de problemas de valor de contorno
(PVC) e equagoes diferenciais parciais (EDP), onde existe um dominio de solugao finito em
relacao a alguma das variaveis independentes.

Uma funcao f(z) é dita periodica se existe algum valor positivo p, chamado de periodo
da funcao, tal que:

f@+p) = flz)
Isto também implica que:

f(z +np) = f(z)

onde n = 1,2,3,.... Eventualmente a funcdo f(z) pode nao ser definida em alguns pontos
especificos. Por exemplo, a fungao f(z) = tan(z) nao é definida em z = 4+, 7/2, x =
+37/2, .... Ainda assim, trata-se de uma funcao periodica. Um exemplo de fun¢ao periodica

é apresentado na figura a seguir.

AN A
VAV V.

| p |

Funcgio periddica com periodo p

44



4.1 Funcoes com periodo 27

Antes de analisar o caso geral para uma funcao com periodo p qualquer, considere o caso
simplificado onde a fun¢ao f(x) possui periodo 27. Neste caso, a expansao da fun¢ao em
séries de Fourier pode ser expressa por:

oo
f(z) =ap+ g (a,, cos(nx) + by, sin(nz))
n=1
desde que seja possivel encontrar valores para os coeficientes ag, a, e b, que satisfacam a
igualdade. Como sera visto na sequéncia, estes coeficientes podem ser determinados a partir

das seguintes férmulas:

ap = % /_Tr f(x)dx ap = %/_ﬂ f(x) cos(nx)dx bn = %/_ﬂ f(x) sin(nx)dx

onde n = 1,2,3,.... Desta forma, conhecendo-se a funcao f(x) pode-se determinar os
coeficientes relacionados a sua expansao em séries de Fourier. Vale lembrar que neste caso
esta sendo considerado que f(z) é periodica com periodo 27w. Além disso, considera-se que
a funcao seja continua por partes e que o resultado do somatoério convirja. Para mostrar
como uma funcao pode ser representada por uma expansao em séries de Fourier, considere
o seguinte exemplo.

Ezxemplo 01: Onda retangular. Obtenha os coeficientes de Fourier para a seguinte

fungao f(x) com periodo 27

—k se —m<x<0

k se O<zx<m

-7 0 T 27 X

I PR

Os coeficientes de Fourier sao avaliados em termos de uma integral de —m até m. Como
a fungao f(z) é definida por partes, pode-se separar a integral para avaliar cada parte

individualmente. Para o coeficiente ag, temos:

0 s
ao:% : f(x)dx—l—%/o f(z)dx
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Substituindo os valores de f(x) especificados:

0

ag = —
2 J_,

1 ™
—k:dx—l——/ kdxr =0
2m J,

De forma semelhante, para os coeficiente a,,:

I 1[0 I
a, = — B f(z) cos(nz)dx = —/_ (—k) cos(nx)dz + —/0 k cos(nx)dx

U T ) T

Avaliando as integrais:

1 sin(nx) |0 sin(nx) |™
an:—(—k(—) 1y Sinler) ):0
T n l-x n o
ja que sin(nz) =0 parax =0,z = +tmen=1,2,3,.... Desta forma, a expansio neste caso

nao possui os termos associados ao cosseno. Para os coeficientes b,,, temos:

by = % /_ W F(@) sin(nz)dz = > / (k) sin(na)de 1 /0 " fsin(na)dz

7 - T

b — 1 (kcos(nx) o kcos(nx) W)
s nol-x n o
Substituindo os limites de integragao:
k
b, = —(1 — cos(—nm) — cos(nm) + 1)
nm

Considerando que cos(f) = cos(—0), a expressao pode ser simplificada como:

2%k

b, = —(1 —
mr( cos(nm))
Como cos(nm) = —1 para n impar e cos(nm) = 1 para n par, b, pode ainda ser avaliado
COmo:
4k )
2k — para n impar
b, = —(1 — cos(nm)) = ¢ N7
niw
0 para n par
Ou seja:
4k 4k
blz_a b2:07 b3:_7 b47:0
T 3

Como os coeficientes a sao todos nulos, a expansao resulta em:

fla) = 2F <sin(m) | SinBe) | sin(52) )

T 3 )
O resultado se trata de uma expansio de infinitos termos. E comum a utilizacio de somas
parciais para aproximar a funcao no intervalo. A soma parcial S; corresponde aos i primeiros
termos da expansao, por exemplo:

Sy = 1k sin(x) Sy = 1k (sin(a:) + sm(?)x))
T T 3
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Quanto mais termos forem considerados na expansao, melhor serd a aproximacao. Na

figura a seguir é ilustrado como as trés primeiras somas parciais se aproximam da funcao

original f(z).

S
S A S,
/_\<1 k <" \\,(‘(
k 57 Ny
Y N
Lo AN
/’ N /// e\
x N 7 I x
- b4 - N~ n
&ﬁ sin 3x
s -k 3m
el

E importante ressaltar que a funcao aproximada em termos das séries de Fourier ¢ uma
funcao continua em todo o intervalo, enquanto que f(x) possui descontinuidades. Além
disso, f(z) nao foi definida em x = 0 e x = £, porém isto nao interfere na determinagao

dos coeficientes pois estes sao definidos em termos de integrais sobre uma area.

4.2 Funcoes com periodo arbitrario

Para uma fungao f(x) com um periodo p = 2L qualquer, a expansio em séries de Fourier

é dada por:

—ao—i—Z(ancos——l—b Smn_z:c>

Para poder expressar a funcao desta forma, deve-se determinar os coeficientes ag, a, €
b,. Para isso, é preciso recorrer a uma propriedade das funcoes seno e cosseno chamada

ortogonalidade.

Ortogonalidade: O produto interno de duas fun¢oes u(x) e v(z) no intervalo a < x <
é definido como:
B
(u,v) = / u(z)v(z)dx
As funcoes u(z) e v(x) sdo ditas ortogonais no intervalo se (u,v) = 0. De forma equivalente,
um conjunto de m fungoes é dito ortogonal se cada par de funcgoes diferentes do conjunto for

ortogonal.
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As fungoes cos(nmx/L) e sin(nmz/L) formam um conjunto ortogonal no intervalo —L <

x < L. Isto implica que:

L mmx nmwT 0 se m#n
coS cos de =
-L L se m=n
L
mrxr . NIT
cos sin —dx =0 VYm,n
_I L L
L . mmx . nmx 0 se m#n
sin sin —dx =
-1 L L

4.2.1 Formulas de Euler-Fourier

Considere novamente a expansao de f(z) em séries de Fourier:

nmx nmwx
flz) =ap+ Z (an COS —— + b"T)

A fungao f(z) é uma funcao conhecida, sendo que o objetivo agora é encontrar os valores
dos coeficientes ag, a, e b, que satisfacam a igualdade, o que pode ser conseguido utilizando
as relagoes de ortogonalidade.

Para determinar o valor de ag, podemos integrar a expressao de —L até L:

/f dm—ao/ da:+2an/ cos—da:+2b/ sm@dx

A segunda integral do lado direito pode ser avaliada como:

I nm L nmw

L
g L L
/ Cos n_za:dx = (— sin @) ‘ = —(sin(nm) — sin(—nm))

Como n é um inteiro positivo, sin(nm) = sin(—nm) = 0.

De forma semelhante:

L
L L L
/ sin ?d(ﬂ =— (n—cosm) ‘ = ——(cos(nm) — cos(—nm))

L nm

Considerando que cos(z) = cos(—x), a integral acima também é nula. Com isso:

L
/ f(z)dx = ap2L — ag = i/ f(z)dz
L
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Multiplicando a equagao por cos(mmz/L), onde m é um inteiro positivo (constante) e

integrando de —L até L:

L L
mmrx
/ f(z) cos dr = ao/ cos
-L ~L

—l—Zb / S.mm coS m;xdx

Considerando ainda a ortogonalidade das fungoes, o tinico termo nao-nulo do lado direito

nmwE mnx
dm—l—Zan/ cos—cos 7 dx

serd a segunda integral quando m = n. Assim:
L nmwx
/ f(x)cosde:Lan — / f(z cos—dx n=123,...
-L

Pode-se obter uma expressao semelhante para b, multiplicando a equacao original por

sin(nmz/L) e integrando de —L a L:
/ f(x sinmdx n=1,2,3,...

As expressoes para a,, e b, sao conhecidas como férmulas de Euler-Fourier. A determinagao
dos coeficientes neste caso segue as mesmas etapas que para o caso onde o periodo é 2m,

como ilustrado no exemplo anterior.

Ezemplo 02: Obtenha os coeficientes de Fourier para a seguinte funcao f(x) com

periodo p = 4, de modo que L = p/2 = 2:

.
0 se —2<x< -1

flz) =<k se —-l<zx<l1

0 se l<ax<?2

Avaliando inicialmente o coeficiente ag:

iL/_LL Fa)da = }L </_;1(0)dx+/_11 k:d:v+/12(0)d:v) :g
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Para os coeficientes a,,, temos:

1/ ! 2
/ f(z) cos _mrx der = / (0) cos " + / kcos 222 g + / (0) cos L
2 _9 2 -1 2 1 2

Como as integrais nos intervalos onde f(z) = 0 sao nulas:

1 /! nwx k nmx |l 2k . nm
ap, = — kcos—dr = —sin——| = —sin—
2 ), 2 nm 2 -1 nm 2
A expressao acima resulta em a, = 0 para n par e a, = 2k/nm paran = 1,5,9,... e

a, = —2k/nm paran =3,7,11,.. ..

De forma semelhante, para os coeficientes b,,:

I k
/f sm@dx— /ksm?dw———cosw

2 ), nmw 2 1=
k nmw —nT
= —— | cos — — cos =
nmw 2 2

Para a expressdo anterior, considerou-se que cos(f) = cos(—#). Assim, a fungao f(z) pode

Ser expressa Comao:

E =2k . nr
f(x)—§+ 1E51n7

n=

Avaliando alguns termos dos somatoério:

(@) k+2k T 1 37T+1COS57T+
=_—4+ —[|cos= —=cos— + — — ...
2 2 3 2 5 2

4.3 Funcoes Pares e Impares

As formulas de Euler-Fourier podem ser simplificadas para o caso de funcdes pares ou

impares. Uma funcao é dita par se:

por exemplo, sin(x) é impar. Na figura a seguir ¢ ilustrado o comportamento geral de fun¢oes
pares e impares. Uma dada funcao pode ser par, impar ou nenhuma das duas, porém caso

a fun¢ao for par ou impar a expansao em séries de Fourier é bastante simplificada
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) f(-x) \ fx)=1(x)

X Df(X) ¥ /\
Vo w \

x i X \
Par impar

Considere uma fungdo f(z) definida em um intervalo de x = —L até « = L. Caso esta
fungao seja par, a area abaixo da curva no intervalo (—L, 0) é igual a area no intervalo (0, L),

por isso a integral pode ser avaliada como:

/LL f(a)de = Q/OL f(x)dz

Do mesmo modo, se f(z) for impar, a integral nos dois intervalos é igual em modulo mas
com sinal oposto, de modo que:
L
/ f(z)dx =0

-L
Além disso, pode-se mostrar que o produto de duas fun¢oes pares ou duas impares sera par,
enquanto que o produto de uma fungao par por uma ifmpar serd impar. Como comentado
anteriormente, as séries de Fourier podem ser simplificadas para funcoes pares ou impares,
sendo que as séries obtidas nestes casos sao chamadas de séries em cossenos e em senos, como

sera visto a seguir.

4.3.1 Séries em Cossenos

Considere que f(z) seja uma funcdo par e periodica com periodo p = 2L definida no
intervalo —L < = < L. Isto implica que f(z)cos(nmz/L) é par (produto de duas fun¢oes

pares) e f(x)sin(nmx/L) é impar (produto de uma par com uma impar). Como consequéncia:

L
ag = %/0 f(z)dz

o L
anzz/o f(x)cosn—zxdx n=123,...
by =0 n=0,1,23,...

Isto implica que:



fx)=1x|
N L /
AN Ve N\ Ve
AN 7/ N\ 7/
N V4 AN 7
I M I | N

L 5
-3L 2L -L O L 2L 3L «x

Ezemplo 03: Obtenha a representagao em séries de Fourier para a fun¢io f(x) = |z| no
intervalo —L < x < L.

Como esta funcao é par, como consequéncia b, = 0. Para os demais coeficientes:

1 [ L
E— der = =
Qg L/Oxx 7

Z/L mrxd
ap = — T cos —dx
L J, L

Esta integral pode ser avaliada por partes, fazendo u = x e v' = cos(nmx/L), de modo que

v = (L/nm)sin(nmzx/L):

L nwT Lx . nmx|L L (¥ oz
T cosS —dxr = —sin —| — — sin —dx
0 L 0

nmw L lo nm
Assim:
L nmr Lx . nrx )L L? nmx ‘L
T cos —dxr = — sin coS
0 L nm L lo  n?n? L lo

Dessa forma, os coeficientes a,, serao:

a, = — | —sin + cos
nm L n2m? L

2 (Lx . nmx L? mrx)

0
Considerando que sin(nm) = 0 o termo envolvendo o seno sera nulo. Além disso, cos(nmr) =

(—=1)™, de modo que os coeficientes serao:

2L

n2m2

Ay —

(-)"=1) n=1,23,...

Como o termo (—1)" — 1 serd igual a zero para valores de n pares e igual a -2 para valores

de n impares, a expansao para f(x) seréa:

f( ) L 4L 7T:L‘+ 1 37rx+ 1 57T:L’+ 1 77rx+
r)=———|cos— + —cos— + —cos— + —cos— +...
2 2 L 32 L 52 L 72 L
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4.3.2 Séries em Senos

Considere agora que f(z) seja uma fungao impar e periddica com periodo 2L definida no
intervalo —L < x < L. Isto implica que f(z)cos(nmz/L) é impar e f(z)sin(nwz/L) é par.

Como consequéncia:

ag =0 a, =0 n=1273,...

o (L
bnzz/o f(x)sin?dw n=123,...

Assim:
nnT
= bTL e —
f(x) 321 sin —

Exzemplo 04: Obtenha a representagao em séries de Fourier para a funcao f(z) = z no

intervalo —2 < x < 2.

f(x) A
s 2
yd fx)=x yd
7/ 7
| I// ] | l// ] >
-6 ,44 2 0 2 .4 6 x
/7 7/
7 V4
7 Ve
Ve _2 - /7

Neste caso trata-se de uma funcao impar, o que implica que ay = a,, = 0. Considerando

que L = 2, os coeficientes b,, sao:
2
nmwx
b, = 2/ rsin —dx
0 2

Resolvendo a integral por partes:

4  nrxr 2 nrx\ |2
b, = sin — — — cos — ‘
n2m? 2 nm 2 0

Counsiderando novamente que sin(nr) = 0:

4 4(—1 n+1
b, = —— cos(nm) = A=)
nm nm

Assim, a expansao em séries de Fourier sera:

4 T 1 1 3rx

f(a:):; (sin7—§sin7rx+§sin7—...)
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4.4 Expansao em Meio Periodo

Como visto anteriormente, expressoes simplificadas podem ser obtidas considerando que
uma funcao f(z) definida em um intervalo —L < z < L é par ou impar. Na resolucao de
equacoes diferenciais parciais por separacao de variaveis, é comum surgir funcoes definidas
no intervalo 0 < x < L. Neste caso, as relagoes anteriores podem ser uteis para definir as
séries de Fourier para funcoes definidas somente nestes intervalo. Isto pode ser conseguido
através da extensao da fun¢do f(x) para um intervalo [—L, L] de modo a se obter uma fungao
para ou impar.

A forma como a fungdo é definida no intervalo —L < z < 0 é irrelevante, ja que o intervalo
de solucao ¢ somente 0 < x < L. Por isso, pode-se fazer uma extensao par ou impar da
funcao, conforme for mais conveniente.

Por exemplo, considere uma fun¢ao f(z) definida em [0, L], como apresentado na Figura

a seguir.
flx)

L x
Funcéo f(x) original

. // he) \\ ~ A
1 | |
T i x
Extensdo par de f(x)
/ K ,
76 N

Extensdo impar de f(x)

A extensao par desta fungao é definida como:

; f(=x) —L<x<0
1:
f(z) 0<zx<L

Dessa forma, a funcao f; é par e definida no intervalo —L < x < L, de modo que a série em
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cossenos pode ser aplicada. A extensao impar, por sua vez, é definida como:

—f(—x) —L<z<0
flx)  0<z<L
De forma similar, fo é impar e definida no intervalo —L < x < L, de modo que a série em
senos pode ser aplicada
Assim, pode-se usar as séries em seno ou em cosseno para avaliar qualquer funcao no

intervalo [0, L], ou seja, se fi e fo podem ser representadas no intervalo [—L, L], entao f(x)

pode ser representada em [0, L.
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Lista de Exercicios 04 - Séries de Fourier
01) Nos casos a seguir, faga um esboc¢o do grafico das fun¢oes dadas. Encontre a expansao
em séries de Fourier para a funcao. Utilizando algum software especifico, faca o grafico da

somas parciais da expansao considerando 5 (S5(z)).
(

0 —nm<zxz<0
a) f(z) =

\1 0<z<nm

R: f(x)=1/2+ (2/7)(sinz + (sin3z)/3 + (sinbx)/5+...)
0 —r<z<—7/2

b) f(z) =14z —pi/2 <z <m/2

0 T/2<z<m
R: f(z) = (2/7)(sinz — (sin3x)/3% + (sinbz)/5% +...) + (sin2z)/2 — (sin4x)/4 + (sin6z)/6 — ...

¢) flx) =220 <z < 2m)

R: f(x) = 472 /3 + 4(cos z + (cos2x) /4 + (cos 3z)/9 + ...) — 4w (sinz + (sin2x)/2 + (sin3z)/3 +...)
—4x —nm<zx<0

\41: 0<z<nm

R: f(x) = 2m — (16/m)(cos z + (cos 3x)/3? + (cosbz) /5% + ...)

;

0 -2<z<0

4 0<z<?2
R: f(z) =2+ (8/m)(sin(wz/2) 4+ (1/3) sin(37x/2) + (1/5) sin(bmz/2) + .. .)

02) Encontre as expanses em séries de cossenos (a) e de senos (b) para as seguintes
funcgoes definidas no intervalo 0 < x < L. Para isto, faca as extensoes par e impar da funcao
dada no intervalo —L < z < 0.

a) f(z) ==z (0<z<1/2)

R: (a)f(z) = 1/4 — (2/7%)(cos 2mz + (cosb6mz)/9 + (cos 10mx) /25 +...)  (b)f(x) = (1/7)(sin 27z —

(sindmx)/2 + (sinbrz)/3 — (sin8wx)/4 +...)

b) f(z) = z* (0<z<L)
R: (a)f(x) = L?/3 — (4L?/7?)(cos(wx/L) — (1/4) cos(2mx /L) + (1/9) cos(3wx/L) — ...) O f(z) =

(2L2/7)((1 — 4/m?)sin(rx/L) — (1/2) sin(27z/L) + (1/3 — 4/972) sin(3wa/L) — . ..)
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5 Problema de Sturm-Liouville

5.1 Problemas de Valor de Contorno

As equagoes diferenciais de ordem maior podem gerar problemas de valor inicial (PVT)
ou problemas de valor de contorno (PVC), dependendo da forma como as condigoes sao

especificadas. Por exemplo, considere a EDO:

y' + o)y + qx)y = g(z)

Até o momento, foram analisados principalmente casos onde condicoes iniciais conhecidas

sao especificadas da forma:

y(Io) = %Yo y/(ﬁo) = yf)

originando desta forma um PVI.
Em muitos casos, os problemas envolvem condicdes conhecidas em pontos diferentes do do-
minio de solucao, sendo estas chamadas de condi¢coes de contorno, podendo ser expressas,

por exemplo, como:
y(@) = o y(B) =n

De forma geral, os PVC’s envolvem uma coordenada espacial como variavel independente.
Assim, a resolucao de um PVC’s consiste em buscar uma solugao que satisfaz a equacao
diferencial no intervalo @ < x < 8 juntamente com as condi¢oes de contorno especificadas.

Se g(x) = 0, o PVI associado é homogéneo. No entanto, para um PVC ser considerado
homogéneo, além de g(x) = 0, deve-se ter também que yo = y; = 0, ou seja, as condicoes
de contorno devem ser nulas. Assim como para o caso de PVI, se um PVC for homogéneo,
uma possivel solucao para o problema ¢ y = 0. Esta solucao é chamada de solugcao trivial
do PVC homogéneo.

Os critérios adotados para determinar a existéncia e unicidade de PVI’s nao podem ser

diretamente aplicados a PVC’s. Em muitos casos, um PVC pode nao possuir solucao, possuir
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infinitas solugdes ou s6 admitir a solucdo trivial (caso for homogéneo). Para ilustrar estes

comportamento, considere os exemplos a seguir.
Ezxemplo 01: Obtenha a solucao do seguinte PVC:
y' +y=0 y(0)=1  y(m) =0
Utilizando o método da equacao caracteristica, a solucao da EDO é da forma:
y = c1 cos(x) + cosin(x)
Aplicando a condicdo y(0) = 1, obtém-se:
y(0) =1 =c¢1(1) + c2(0) — =1
Aplicando agora a segunda condicao, obtém-se:
y(m) =0=c1(—1) + 2(0) — =0
Como as duas expressoes sao incompativeis, portanto o problema nao possui solugao.
Ezxemplo 02: Obtenha a solucao do seguinte PVC:
y' +y=0 y(0)=0  y(m) =0
A solucao da EDO é a mesma do caso anterior:
y = ¢y cos(z) + cosin(x)
Aplicando a condicao y(0) = 0, obtém-se:
y(0) =0 =c1(1) + 2(0) — c1=0
Considerando ¢; = 0, a aplicagdo da segunda condigao resulta em:
y(m) =0 = cysin(m) = c2(0) =0

Esta condicao é satisfeita para qualquer valor de ¢y, portanto existem infinitas solugoes para

o PVC.
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5.2 Problemas de Autovalor

Em muitos casos os problemas de valor de contorno possuem um parametro A em aberto
que pode assumir diferentes valores, sendo que o problema s6 ird admitir solu¢oes nao-triviais
para determinados valores deste parametro.

Por comparacao, considere um sistema, linear da forma:
Ax = \x

Este problema admite a solucao x = 0 para qualquer valor de A\, porém, para determinados
valores de A\ (chamados autovalores) existem também solugoes nao-triviais (chamadas de
autovetores).

Considere agora o PVC:
y'+ Ay =0 y(0)=0  y(L)=0

De forma semelhante, y(x) = 0 é uma possivel solu¢ao para qualquer valor de A, porém,
novamente irfamos obter a solucao trivial. Os valores de A para os quais a equacao tem
solugoes nao-triviais sao chamados, por analogia, de autovalores e as solugoes associadas
de autofuncoes.

Pode-se mostrar que o problema anterior em especifico s6 ird admitir solucoes nao-triviais
quando X > 0. Neste caso, a equacio caracteristica ¢ 72+ \ = 0, de modo que as raizes serao

r = 4+v/\i e a solucdo geral é:
y = C cos (VAz) + Cysin (VIAz)
Aplicando a condi¢ao de contorno y(0) = 0, temos que:
y(0) = Cycos0+ Cysin0 =0 — ;=0
Aplicando agora condi¢do y(L) = 0, temos:
y(L) = Cysin (VAL) = 0

Novamente, esta condicao pode ser satisfeita aplicando Cy = 0, no entanto, isto ira levar

a solucao trivial. Oura maneira de satisfazer a condicao é:

sin (VAL) =0
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A funcao seno possui valor nulo para os multiplos inteiros de 7:

\/XL:O, w, 2w, 3w, ... =nT
Isolando os autovalores:
nm?
A= 2 n=123,...

O caso n = 0 pode ser omitido pois também ira levar a solucao trivial. Neste caso, o valor
da constante Cy é arbitrario, pois automaticamente a equacao diferencial e as condigoes de
contorno serao satisfeitas paran = 1,2, 3,.... Desse modo, existem infinitas solugoes para o

PVC que podem ser expressas como:

y(x) = Cysin (nmx/L) n=12734,...

Ezemplo 03: Encontre os autovalores e as autofuncoes associadas ao seguinte problema
de autovalor:

Yy +Ay=0 y(0)=0 ' (L)=0

5.3 Equacao de Sturm-Liouville

A resolucao de diversas equactes diferenciais parciais de grande importancia através do
método de separacao de variaveis origina problemas de autovalor similares aos apresentados
anteriormente. Porém, dependendo da equagao e das condigoes de contorno associadas, pro-
blemas mais complexos podem surgir. De forma geral, estes problemas sao casos especificos
da equacao de Sturm-Liouville. Esta equagao é uma EDO de segunda ordem da forma:

(02 + ala) ey =0

ou ainda, em uma notagao mais compacta:

(p(z)y") + (¢(x) + Mr(2))y =0

onde )\ é um pardmetro e a equagao é definida em algum intervalo a < z < b. Na maioria
dos casos, as condicoes de contorno utilizada para esta equacao podem sem expressas de
maneira geral como:

kiy+kyy' =0 em r=a
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Ly + 1y =0 em r=0>b

onde k1, ko, [1 e l5 sao constantes. Pelo menos um dos valores de k e de [ devem ser diferentes
de zero, o que pode ser expresso como k? +k3 # 0 e [3+13 # 0. A EDO anterior, em conjunto
com estas condicoes de contorno, forma o problema de Sturm-Liouville. Os problemas de
autovalor vistos anteriormente sao casos particulares do problema de Sturm-Liouville. Além
disso, uma série de importantes equagoes importantes na area de engenharia podem ser

escritas com equagcoes de Sturm-Liouville, como mostrado no quadro a seguir.

TABLE 8.3 p(x), g(x), r(x) and A for Some Named Equations

Name p(x) q(x) r(x) A
Simple harmonic equation 1 0 1 n?
Legendre’s equation 1—x2 0 1 ala+1)
Bessel’s equation X —?/x X 2
Bessel’s modified equation X —?/x —Xx 2
Laguerre equation xe™* 0 e™*
Chebyshev equation (1 —x?)172 0 (1—x?)"172 n?
Hermite equation e 0 e 2n

Como pode ser visto, a solucao trivial y = 0 é uma possivel solu¢ao para o problema
de Sturm-Liouville para qualquer valor de A. Assim como para os outros casos, neste caso
também irdo existir solugbes nao-triviais (autofungoes) para determinados valores de A (au-
tovalores).

Pode-se mostrar que para o caso onde p(x), q(z), r(x) e p/(x) forem fungoes reais e con-
tinuas no intervalo a < = < b e r(x) for positiva ou negativa em todo o intervalo, entao
todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville serao reais. Este resultado nao sera
demonstrado aqui, porém a demonstracao pode ser encontrada em diversos livros-texto.

Outra caracteristica importante da solucao dos problemas de Sturm-Liouville é que elas
formam um conjunto ortogonal com relagdo a fungdo peso r(z). Isto significa que dadas duas

solugoes y,, () e y,(x) associadas a dois autovalores distintos A, e A, entdo:

/ (2)Ym () yn(x)dx = 0 m#n

De acordo com as condigdes de contorno e com o comportamento da funcao p(z) nas
fronteiras do dominio, trés classes de problemas podem surgir, sendo chamados de problemas

regular, periddico e singular, como seréd visto a seguir.
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5.3.1 Problema de Sturm-Liouville Regular

O problema de Sturm-Liouville é chamado de regular se p(z) > 0 e r(z) > 0 em todo
o intervalo a < z < b e r(z) for continua em todo o intervalo. Para o caso de problemas
regulares e periddicos, pode-se mostrar que existem infinitos autovalores reais que podem
ser arrajados da forma:

>\1<>\2<>\3<...

com o menor autovalor A\; sendo um valor finito e:

lim A, = c©
n—0o0

Para o caso de problemas regulares, estes infinitos autovalores também sao stmples, o que
significa que para cada autovalor existe exatamente uma autofuncao linearmente indepen-

dente associada.

Ezxemplo 04: Encontre os autovalores e autofuncgoes associadas ao seguinte problema de

Sturm-Liouville regular:

y' + Ay =0 y(0)=0  y(1)+%'(1)=0

5.3.2 Problema de Sturm-Liouville Periédico

Esta classe de problema surge quando a fung¢ao p(zx) e as condigoes de contorno envolvendo
y(x) e y'(z) sdo periddicas no intervalo a < x < b, de modo que as condi¢oes de contorno

podem ser expressas como:

Os problemas de Sturm-Liouville peri6dicos mantém as propriedades de possuirem so-
mente autovalores reais e gerarem um conjunto ortogonal de autofunc¢oes, porém neste caso
nao existe necessariamente uma unica autofuncao associada a cada autovalor, ou seja, os
autovalores nao sao simples.

Ezxzemplo 04: Encontre os autovalores e autofuncoes associadas ao seguinte problema de

Sturm-Liouville periddico:

y' + 2y =0 y(0) =y(r)  y'(0) =y'(m)
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5.3.3 Problema de Sturm-Liouville Singular

Os problemas de Sturm-Liouville singulares correspondem a casos onde as fungoes p(z) ou
r(z) se anulam em alguma das extremidades do intervalo a < x < b, por exemplo, p(a) =0
ou p(b) = 0. De forma equivalente, estes problemas surgem quando o intervalo avaliado
consiste em um meio semi-infinito.

No caso de problemas singulares onde a funcao se anula em uma das extremidades, ou
seja, onde uma das extremidades é um ponto singular, a condicao de contorno imposta neste
ponto singular é de forma que se exige que a funcao seja limitada neste ponto. Isto implica
que a solugao nao pode tender a mais ou menos infinito nesta extremidade, mantendo assim

uma representacao coerente de um processo fisico.

Ezemplo 05: Encontre os autovalores e autofuncoes associadas a seguinte equacao de
Bessel:
2?y" +xy + (K*2® —n®)y =0

em um intervalo 0 < z < a, onde a solu¢ao deve permanecer limitada em z =0 e y(a) = 0.

Primeiramente, é importante observar que a equacao de Bessel pode ser escrita como um

equacao de Sturm-Liouville, da forma:
d dy
Il el ]{72 2 — 0
o (xdx> + (k*x —n®/x)y
onde identifica-se que p(r) = x, q(x) = —n?/x, r(z) = v e A = k*. Como pode ser percebido,
na extremidade x = 0 temos que p(0) = 0 e portanto trata-se de um problema singular.
A solucao geral desta equacao pode ser obtida através do método de Frobenius e envolve

as fungoes de Bessel de primeira espécie (J,,) e as func¢oes de Bessel de segunda espécie (Y7,)

(considerando n como um inteiro):
y(x) = erJn (k) + oYy (ko)

A condicdo em z = 0 exige que a solucdo seja limitada neste ponto. As fungodes J,(z) sdo
limitadas na origem, porém as fung¢oes Y,,(x) tendem a menos infinito. Dessa forma, para

que a solucao permanece limitada, deve-se impor que ¢, = 0, de forma que a solucao seré:
y(x) = c1Jn (k)

A segunda condicdo de contorno é da forma y(a) = 0, que pode ser satisfeita fazendo ¢; = 0

(0 que leva a solu¢ao trivial) ou considerando que:
Jn(ka) =0
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Dessa forma, o termo ka deve corresponder a um dos zeros da fungao J, (z). Por simplicidade,
considere que estes zeros sejam chamados de j, ., com r = 1,2, 3, ..., sendo que para a fungao

de cada ordem n existem infinitos zeros. Isto implica que:

k — .]TLJ“

ka = g, — ; r=1,2,3,...
De modo que os autovalores serao
An:]jg" r=1,2,3,...
e as autofunc¢oes associadas:
y() = cpdn(fnrt/a), r=1,2,3,...
Para cada valor de n = 0,1,2,3,... ird existir r = 1,2,3,... autovalores associados,

existindo também uma autofuncao associada a cada um destes autovalores.
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Lista de Ezxercicios 05 - Problemas de Sturm-Liouville

1) Considere o problema de autovalor:
v +xy=0 y0)=0 y(L)=0,L >0
Mostre que para os casos A < 0 e A = 0 o problema s6 admite a solucao trivial y(z) = 0.

2) Encontre a solucao particular dos seguintes Problemas de Valor de Contorno ou mostre

que o problema nao possui solucao ou possui infinitas solucoes.
a)y' +y =0, y(0) =0, y'(m) =1
R: y(z) = —sin(x)
b)y"+y =0, y(0) =0, y(m) =0

R: y(x) = ¢y sin(z) (Infinitas solugdes)

¢)y'+y=0, y(0) =0, y(r) =1

R: Sem solucao

d)y" +4y =sin(z),  y(0)=0,  y(r)=0
R: y(x) = ¢y sin(2z) + sin(x)/3 (Infinitas solucoes)

e) y' +4y =sin(z),  y(0)=0, y(r)=
R: y(x) = sin(x)/3 — sin(2x) /6

3) Encontre os autovalores que garantem solugdo nao-trivial para os seguintes Problemas
de Sturm-Liouville. Encontre também a solu¢cao do problema associada com os autovalores
(autofungoes).

a)y"+Ay=0 y(0) =0 y(m) =0
R: A=n? y(x)=Cysin(nz), n=1,23,...

(
b)y"+Ay=0 y(0)=0 ¢(m)=0
R: A= ((2n—1)/2)2, y(z) = Cysin((2n — 1)z/2), n=1,2,3,...

)y +Ay=0 y0)=0 y(m)=0
R: A= ((2n—-1)/2)?, y(z) = Cpcos((2n —1)z/2), n=1,2,3,...

d)y"+xy=0 y(0)=0 yL)=0
R: = ((2n—1)m/2L)?, y(z) = Cycos((2n — )7z /2L), n=1,2,3,...

=0 y(L)=0
= Cpcos(nmx/L), n=0,1,2,3,...

)y +Ay=0 y
R: X\ = (nm/L)?, y(x)

f)y"+xy=0 y(=1)=y1) ¢(-=1)=y(1)
R:
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6 Método de Separacao de Variaveis

Diversas equacoes diferenciais parciais com estrutura simples podem ser resolvidas de
forma analitica, sendo o método de separacao de varidveis um dos mais empregados. Por

exemplo, as equagoes do calor, de Laplace e da onda:
u 0*u Pu  Pu 0 Pu 0%

% Yo a2 T op e = o

sao exemplos de equagoes com grande potencial de aplicagao que podem ser resolvidas por

separacao de variaveis.
A estratégia geral do método de separagao de variaveis é supor que as func¢oes de duas (ou
mais) varidveis que sdo a solu¢do da EDP podem ser expressas como o produto de fun¢oes

de uma tnica variavel. Por exemplo, uma soluc¢ao da forma u(x,t) pode ser expressa como:
u(z,t) = X(x)T(t)

caso for possivel determinar fungoes X (x) e T'(t) que satisfagam a equagao diferencial parcial
em conjunto com as condic¢oes iniciais e de contorno impostas, tera se encontrado uma solugao
para o problema. Para ilustrar a aplicacao deste método, sera considerado primeiramente a
equacao do calor com condigoes homogéneas. Cabe ressaltar que caso alguma condic¢ao de
contorno ou inicial for alterada, a solucao deve ser obtida novamente. Porém, primeiramente
serd apresentada uma revisao sobre a classificacao das equacoes diferenciais parciais com

base no comportamento fisico descrito por cada classe de equagao.

6.1 Caracteristicas Gerais das EDP’s

Uma equacao diferencial parcial é uma equagao representando a relagao entre uma funcao
de duas ou mais variaveis independentes e as derivadas parciais desta funcao com respeito
a estas variaveis independentes. Nos problemas encontrados com mais frequéncia na enge-
nharia, as variaveis independentes sao usualmente as dimensoes espaciais z,y e z e o tempo

L.

66



Dentre as caracteristicas gerais mais importantes para o estudo e classificacao das EDP’s,

pode-se destacar a ordem, linearidade e homogeneidade:

e A ordem de uma equacao diferencial é definida como a ordem da derivada de maior
ordem presente. Na maioria dos casos (quando termos difusivos sdo considerados)

obtém-se equacoes de segunda ordem;

e Uma EDP é dita linear se todas as derivadas parciais (incluindo de ordem zero, ou
seja, a propria variavel dependente) aparecem de uma forma linear e se nenhum dos

coeficientes depende da variavel dependente;

e A homogeneidade esté relacionada com a presenca de algum termo que nao esteja
multiplicado pela variavel dependente ou alguma de suas derivadas, sendo uma EDP
dita homogénea se nenhum destes termos aparecer na equacao. Na maioria dos casos,
os termo nao-homogéneos estao diretamente relacionados com termos fonte, ou seja,
aqueles que nao dependem da variavel dependente (taxas de geragao/consumo, por

exemplo).

Além destas classificagoes comuns a todas as equacoes diferenciais, as EDP’s podem ser
classificadas de acordo com como uma perturbacao ird se propagar pelo dominio de solucao,
do ponto de vista geométrico. Esta classificacao define a forma como a equacao pode ser
resolvida e quais os métodos mais adequados, sendo portanto esta classificacao fundamental
para uma anélise correta do problema.

De forma geral os problemas modelados por EDP’s sao resolvidos com quatro variaveis
independentes (trés diregoes espaciais e o tempo). No entanto, a classificagdo geral pode ser
analisadas considerando-se o caso de equacoes com somente duas varidveis independentes.
Além disso, sera considero que a EDP ¢é linear. A anélise de EDP’s nao-lineares é mais com-
plexa, porém em muitos casos os problemas podem ser modelados ou aproximados por EDP’s
lineares. Nao-linearidades normalmente estao associados a dependéncia de algum coeficiente
com as variaveis dependentes. Por exemplo, a aplicacao das equacoes de conservacao de mo-
mento para fluidos nao-newtonianos leva a EDP’s nao-lineares, pois a relacao entre a tensao
de cisalhamento e a taxa de deformacao nao é linear. De forma semelhante, caso a condu-
tividade térmica de um material depender da temperatura, as equagoes de transferéncia de

calor neste material serdao nao-lineares.
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6.1.1 Classificacdo das EDP’s de 22 Ordem Lineares

De forma geral, uma EDP linear de segunda ordem contendo duas variaveis independentes

x e y com uma variavel dependente ¢ pode ser expressa como:

¢ d*¢ d*¢ ¢ P
B DY + E— + F = 1
o=+ 8$@y+08y2+ 5z Eay T p+G=0 (6.1)

os coeficientes A, B,C, D, E, F ¢ G podem ser funcoes das variaveis independentes x e y,
mas nao da variavel ¢.
A equagdo caracteristica associada a esta EDO é da forma:

~B++VB?—4AC

2A 0

As EDP’s sao classificadas com base no discriminante § = B*—4AC. As equagoes onde § <
0,0 =0e d > 0 sao chamadas, respectivamente de elipticas, parabdlicas e hiperbolicas, sendo
que muitas caracteristicas fundamentais das equacoes, incluindo os métodos numéricos mais
apropriados para resolver a equacgao, estao diretamente relacionados com esta classificagao.
Observe que a natureza da equacao depende somente dos coeficientes associados com os
termos de segunda ordem, sendo que os termos de primeira e de ordem zero nao possuem
nenhuma influéncia na classificacao.

A classificacao das EDP’s como elipticas, parabélicas e hiperbolicas estd diretamente re-
lacionada com a presenca ou nao de caminhos caracteristicos nas equacoes. O caminho
caracteristico representa a direcao no dominio de solucao onde a informagao é transportada.
Por exemplo, considere o caso onde uma determinada espécie quimica se propaga em um
meio continuo. Caso o meio for estacionario (por exemplo, um perfume difundido em uma
sala com ar estagnado), a propagacio sera em todas das dire¢oes, sem uma dire¢ao prefe-
rencial. Neste caso, diz-se que nao existe um caminho preferencial. Porém, caso exista um
campo de velocidades (por exemplo, se um ventilador for ligado), a propagagio ira ocorrer
com maior intensidade em uma direcao, neste caso existe entao um caminho caracteristico.

A quantidade de caminhos caracteristicos esta associado com as raizes da equacao carac-

teristica, conforme a tabela a seguir.

A presenca de caminhos caracteristicos no dominio de solucao leva ao conceito de dominio
de dependéncia e dominio de influéncia. Considere um ponto P no dominio de solucao. O
dominio de dependéncia do ponto P é definido como a regiao do dominio de solugao que afeta

o ponto P. Assim, o ponto P depende de tudo que acontece no dominio de dependéncia.
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B? —4AC Raizes da eq. caract. Caminhos caract. Classificacao

<0 Complexas 0 Eliptica
=0 Real e repetida 1 Parabdlica
>0 Reais e distintas 2 Hiperboélica

O dominio de influéncia do ponto P é definido como a regiao do dominio de solucao que
é influenciada pelo ponto P, ou seja, o ponto P afeta tudo que estd em seu dominio de
dependéncia. Caso uma perturbacao seja causada no ponto P, esta perturbacgao ira afetar
tudo que estd no dominio de influéncia de P. De forma semelhante, qualquer perturbacao
no dominio de dependéncia ira afetar a solucao no ponto P.

As equacgoes parabolicas e hiperboélicas possuem caminhos caracteristicos reais e, como
consequéncia, dominios de dependéncia e de influéncia especificos. As equacoes elipticas, no
entanto, nao possuem caminhos caracteristicos. Neste caso, tanto o dominio de dependén-

cia quanto o de influéncia correspondem a todo o dominio de solucao da equacao. Estes
resultados sao ilustrados na Figura 1.

y y y
Pl H H 3

(a) (b) (c)

&
-

Figura 6.1: Dominio de dependéncia (linhas horizontais) e de influéncia (linhas verticais)
para EDP’s (a) elipticas, (b) parabolicas e (c) hiperbolicas. y e  representam

as variaveis independentes.

Em resumo, a interpretacao fisica da classificacao das EDP’s pode ser explicada em termo

da equacgao caracteristica:

e Se raizes reais existirem (EDP’s parabolicas e hiperbdlicas), caminhos preferenciais
de propagacao de informacao existem, sendo que a velocidade de propagacao ira de-
pender da inclinacdo dos caminhos caracteristicos. Como consequéncia, dominios de
influéncia e dependéncia especificos irao existir para cada ponto no dominio de solucgao.
Problemas fisicos governados por este tipo de equacao sao chamados de problemas de

propagacao e usualmente estao associados a um comportamento transiente;
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e Se as raizes da equagao caracteristica forem complexas (EDP eliptica), ndo existe um
caminho preferencial de propagacao. A solucao em cada ponto influencia e é influen-
ciada pela solucao em todos os outros pontos do dominio de solucao. Os problemas
fisicos governados por este tipo de equacgao sao chamados de problemas de equilibrio,

estando associados com problemas estacionarios.

EDP’s Elipticas, d < 0

As EDP’s elipticas surgem naturalmente quando o termo de derivada cruzada é nulo e A
e C (coeficientes associados as derivadas de 2* ordem) sao positivos. Um exemplo de EDP
eliptica ¢ a Equacao de Laplace mencionada anteriormente.

Considere, por exemplo, a equacao que descreve a conducao de calor em um meio bidi-

mensional (B=0,A=1,C =1):
0T N ’T
ox2 Oy

Esta equacao admite solucao analitica através do método de separacao de variaveis. No en-

0

tanto, para fins de definir as caracteristicas geras associadas as equagoes elipticas, a equagao
para conducao unidimensional mantém todas as caracteristicas mais importantes associadas
e por isso serd usada como exemplo.

Considere a equacao:
o*T
i
ox?
Com condigbes de contorno de temperatura fixa 7'(0) = To e T'(L) = Ty, com Ty, > Ty. A

solucao desta equacao é da forma:

T(x)="Ty+ @x

Esta equacao apresenta duas caracteristicas associadas ao comportamento eliptico da equa-
¢ao:

1 - A temperatura em qualquer ponto P no dominio é influenciada pela temperatura nas
duas extremidades x =0 e x = L;

2 - Na auséncia de termos-fonte, T'(x) é limitada pelas temperaturas nas extremidades,
sendo que T'(x) nao pode ser maior que 77, nem menor que 7Tj.

Como esta equagao nao possui caminhos caracteristicos, os dominios de dependéncia e de

influéncia sao iguais a todo o dominio de solucao. Além disso, como a derivada nao apresenta

nenhuma descontinuidade ao longo do dominio, a distribuicao de temperatura serd continua.

70



EDP’s Parabdlicas, § =0

As EDP’s parabdlicas surgem quando B=0e A =0 ou C = 0. Um exemplo cléssico de

EDP parabolica é a equagao da difusao (de calor ou massa) transiente:

oT 0T

—_— = 0—
ot Ox?
Esta equagao ¢ uma EDP de segunda ordem em relacao a z, sendo portanto necessario

especificar duas condicoes de contorno, por exemplo:
T(O, t) - TO T(L, t) - TO

Em relacao ao tempo, a equacao é de primeira ordem, de modo que somente uma condicao

inicial precisa ser especificada, por exemplo:
T(xz,0) =T,

Esta ¢ uma caracteristica das EDP’s parabolicas, onde nao ¢ necessario definir duas condigoes
para uma das varidveis, ou seja, nao é necessario definir uma condicao final para o sistema
(ndo é preciso prever o futuro para resolver a EDP!).

Utilizando o método de separacao de variaveis, obtém-se a seguinte solucao para a EDP:

T(x,t) =Ty + Z B, sin(chz)e!

n=1
onde
2 2
A nw 2 _an'm
" L " L2
e
9 L
B, = —/ (T; — Ty) sin(clx)dx
L Jy

ou seja, B, é uma funcao da condicao inicial e da direcao x.

Através desta solugao, pode-se observar que:

e A temperatura nas extremidades, Ty, influencia a temperatura 7'(x,t) em qualquer

ponto do dominio, da mesma forma que para as EDP’s elipticas;

e A condicao inicial T} influencia a temperatura para todos os tempos futuros. No
entanto, como ¢? é negativo, esta influéncia diminui com o passar do tempo. No limite
quando t — oo, esta influéncia tende a zero e a equagao passa a ter um comportamento

eliptico;
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e A temperatura em qualquer ponto do dominio de solucao é limitada pelas condigoes

de contorno e inicial.

Com base neste exemplo, pode-se perceber que a variavel ¢ possui um comportamento
bem distinto da variavel x. As variacoes em ¢t admitem somente influéncia em uma direcao,
enquanto que as variacoes em x ocorrem em duas direcoes. Como, neste caso, t representa o
tempo, este comportamento ja é esperado pelo comportamento fisico do sistema (o presente
altera somente o futuro e ndo o passado), no entanto, este comportamento é observado em
qualquer EDP parabolica, mesmo quando somente variaveis espaciais sao consideradas. Por
exemplo, no escoamento no interior de tubos (fun¢ao das dire¢oes radial e axial), a diregao
axial possui um comportamento paraboélico. Os métodos numeéricos utilizados para este tipo
de equacao devem considerar este comportamento, sendo necessario o uso de métodos de

marcha no tempo (time-marching) para a resolucao da equagao.

EDP’s Hiperbdlicas, > 0

Considere o caso do escoamento unidimensional transiente de um fluido no interior de um
tubo com uma velocidade constante U > 0. O fluido é alimentado a uma temperatura 7j e,
nas condicoes do escoamento, a transferéncia de calor por conducao pode ser desprezada. A
equagao que descreve a variagao da temperatura ao longo do escoamento é:

0 0
= (pe,T) + — T) =
at (IOCP ) + 81, (pch ) O

com as condicoes:

Apesar de possuir some termos de primeira ordem, esta é uma equacao hiperbdlica. Para
provar isto, basta diferenciar a equacao em relacao a t ou a z, onde se obtém que os coefici-
entes A ou C sao nulos e B > 0, considerando que as propriedades fisicas e a velocidade sao
positivas.

A solucao para este problema serd uma funcao descontinua da forma:

T;

A\
=38

T(x,t) =
Th t

Vv

Basicamente, esta fun¢do representa uma descontinuidade (degrau) na solucdo que viaja

ao longo do dominio. Neste caso, o termo z/U funciona como um tempo caracteristico.
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Conforme o fluido é alimentado com uma temperatura 7, leva um determinado tempo para
que este afete a temperatura em um posicao = longe da entrada, sendo este tempo uma
funcao somente da velocidade U.

Com base nesta solugao, pode-se observar as seguintes caracteristicas associadas com as

EDP’s hiperbolicas:

e A condicao de contorno especificada em x = 0 afeta somente a temperatura para x > 0.

Caso valores de x < 0 fossem avaliados, estes nao seriam afetados por Tp;

e A condicao de contorno na entrada se propaga ao longo do dominio de soluc¢ao com

uma velocidade finita U;

e Qualquer variacao nas condicoes da entrada nao serao sentidas em um ponto x até que

t=uz/U.

6.2 Separacdo de Variaveis Aplicada a EDP Parabdlicas

Considere, por exemplo, um problema envolvendo a conducao de calor unidirecional em
uma barra com comprimento L. A variacao na temperatura ao longo da direcao x e do

tempo é dada por uma equacao a forma:

o _ o
ot _af)xQ

onde « é a difusividade térmica do material. Considere que as extremidades da barra sao
mantidas em temperaturas constantes, de modo que, na forma adimensional, as condigoes

de contorno podem ser expressas como:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
Além disso, considere que a distribuicao inicial de temperatura é dada por:

u(z,0) = f(x)

onde f(x) é uma fun¢ao arbitraria.
Esta equacao representa uma EDP linear, de segunda ordem e homogénea. O método de

separacao de variaveis consiste em supor que as solugoes da EDP podem ser expressas como:

u(z,t) = X(x)T(t)
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ou seja, como o produto de uma funcao somente de x e outra somente de t. Substituindo na

equacao diferencial:

OX()T(t) P(X(2)T(1))

ot @ 02

Considerando que as func¢oes sao consideradas constantes quando derivadas em relacao a

outra variavel, a equacao pode ser reescrita como:
X// 1 T/
XT' = aTX" — — =——=
X al
Desta forma, chega-se em uma relagao do tipo f(z) = g(t). Como tanto x quanto ¢ sdo
variaveis independentes, ¢(t) nao varia com z, da mesma forma que f(z) nado varia com
t. A unica forma de satisfazer esta igualdade é se ambas as func¢oes forem iguais a uma

constante. Esta constante serd denominada de —)\, sendo que o sinal de menos é utilizado

para simplificar a solucao. Com isso:

X// 1 T/
XT' = aTX" — =——=-
@ — e A A
Assim, obtém-se duas EDO’s:
X"+ XX =0 T +aXT =0

Estas equacoes nao sao acopladas, portanto podem ser resolvidas separadamente para qual-
quer valor de A\. No entanto, busca-se solu¢oes que além de satisfazer a EDP original, também
satisfacam as condi¢oes impostas. A equacao para T, em conjunto com a condicao inicial
u(z,0) = X(z)T(0) = f(z) formam um Problema de Valor Inicial e pode ser facilmente
resolvida, desde que seja conhecida a fun¢ao X (x) e f(z) seja especificada.

A equagdo para X (x), por sua vez, deve ser satisfeita em duas posi¢oes (contornos) di-
ferentes: x = 0 e x = L. Neste caso, a equacao e as condicoes de contorno formam um

Problema de Valor de Contorno.

6.2.1 Resolucdao do Problema de Valor de Contorno
Considere o PVC avaliado anteriormente:
X"+AX =0
As condicgoes de contorno associada sao:

u(0,8) = X(0)T(t) = 0 w(L,t) = X(L)T(t) = 0
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Uma maneira de satisfazer as condi¢oes é impondo que T'(t) = 0. No entanto, isto implica
que u(z,t) = X(2)T(t) = 0 em qualquer ponto (solucao trivial). Para evitar esta solugao,

deve ser considerado que:

Com isso, a EDO de segunda ordem possui duas condic¢oes de contorno associadas. Deve-
se agora busca solugoes que satisfacam a equacdo X” + AX = 0 e as condi¢oes impostas.

Esta solucao pode existir somente para determinados valores de A. Neste caso, a equagao:
X"+ AX =0

forma um problema de autovalor.
O problema anterior s6 ird admite solucoes nao-triviais para o caso A > 0. Esta equacao,
em conjunto com as condicoes de contorno anteriores, foram resolvidos na aula anterior,

onde obtéve-se os seguintes autovalores:

n?n?

AZ? n:1,2,3,...

e a solucao associada ao problema obtida foi:

X(x) = C2,sin (nmx/L) n=1234,...

6.2.2 Resolucdo do Problema de Valor Inicial

A partir do conhecimento dos autovalores A = n?7?/L? a EDO para T'(t) pode ser reescrita

COmo:
an’m?

T +a\T =0 — T + T2

T=0

Definindo p = am?/L?:
T + n*T =0

A equacao pode ser facilmente resolvida usando o método do fator integrante:
T(t) = C3,e " n=123,...

A constante C'3,, depende do valor de n considerado. Com isso, a solucdo do EDP inicial

pode ser expressa como:

w(z,t) = X(2)T(t) = C3,e *"tC2, sin (?) = Ce " sin (n_zx) n=123,...
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Para cada valor de n, obtém-se uma solucao que satisfaz a equacao diferencial em conjunto
com as condi¢oes de contorno associadas. No entanto, a condigao inicial u(x,0) = f(x) ainda
nao foi satisfeita.

Assim como visto anteriormente para PVI’s de segunda ordem, se duas fungoes sao solu-
coes de uma determinada equacao diferencial, entao qualquer combinacao linear entre elas
também serd solucao. Este comportamento pode também ser estendido para este caso, de
modo que as solucoes para cada valor de n podem ser agrupadas em uma combinacao linear,
de modo que esta combinagao também serd solucao da equacao diferencial e ird satisfazer as
condicoes de contorno. Caso for possivel determinar os coeficientes de modo que a condicao
inicial também seja satisfeita, terd se encontrado uma solucao da equagao em conjunto com

todas as condigoes impostas.

6.2.3 Superposicao das Solucoes

Para cada valor de n serd obtida uma solugcao que satisfaz a equagao diferencial e as

condigoes de contorno em z(0) e xz(L).

Principio da Superposicao: Se os termos do conjunto u,, = uy, usg, ... , Uy Sa0 solucoes

de uma EDP linear homogénea, entao a combinagao linear:
U = ClUuy + CoUg + ...+ CNUN

também serd uma solucao. Além disso, se u,, contém todas as solugoes possiveis da equacao,

entao u com certeza engloba o conjunto fundamental de solucoes da equacao.

Considerando o principio de superposi¢ao, a solucao geral da EDP seréd a soma das solugoes

para cada valor de n multiplicadas por uma constante:
o0
u(z,t) = Z Cpe ! sin (nmz /L)
n=1

Considerando que a fun¢ao seno estd limitada no intervalo [—1,1] e g é uma constante
positiva, esta série converge no intervalo 0 < x < L.
Esta solucao satisfaz as condi¢oes de contorno, porém, a solugao do problema deve também

satisfazer a condicao inicial u(x,0) = f(x). Substituindo na solucao geral:

u(z,0) = i@’n sin (?) = f(x)
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Assim, deve-se determinar os valores de C), de tal forma que o somatoério convirga para

f(z) em t =0, como sera apresentado a seguir.

6.2.4 Solucado Particular da Equacdo do Calor

A equacao obtida anteriormente:

- nwx
f(z) = g Cy sin <T>
n=1
onde f(x) é uma func¢do conhecida, corresponde exatamente a séries de Fourier em senos.

Portanto, os coeficientes sao dados por:
2 [ nwIT
C,=— x) sin (—) dx
2 sy (4
Os valores de C,, poderiam também ser obtidos multiplicando-se a equagao anterior por

sin(mmx /L), com m sendo um inteiro positivo, integrando de —L a L e utilizando as relacoes

de ortogonalidade.

Desse modo, a solugao particular do problema é:

u(z,t) = Z Che " gin <%>

n=1

onde
2 [E . /NTXx
C, = Z/o f(z)sin <T> dx

Por exemplo, considere um caso onde f(x) = 1. Com isso, pode-se obter que:

C, = %(1 — cos(n))

u(z,t) = g (%(1 —~ Cos(mr))) et gin (?)

A partir do conhecimento dos parametros L e u = an?/L?, pode-se obter a solu¢do para
qualquer x e t. Para ilustrar, considere um caso onde L = 1 e o = 107*. A variacdo na
temperatura u(z,t) é ilustrada na figura a seguir.

Para ilustrar melhor, na figura a seguir sdo apresentadas as curvas de u(x, t) para diferentes
valores de t. Estes resultados foram obtidos considerando 500 termos na série de Fourier.

Como pode ser visto, para t = 0 a solucao apresenta uma pequena oscilacao. Isto se deve
a uma inconsisténcia que existe entre as condigoes de contorno e a condigao inicial. Por

exemplo, a condicao de contorno em x = 0 expressa que:
u(0,t) =0
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Em contrapartida, a condigao inicial (considerando f(z0) = 1) implica que:
u(z,0) =1

No ponto u(0,0) existe uma sobreposi¢ao das condicoes (uma diz que deve ser zero e outra
diz que deve ser um). Isto gera uma descontinuidade na solugao obtida, o que faz com que a
expansao em séries de Fourier oscile proximo a este ponto. Este comportamento é conhecido
como fendmeno de Gibbs. Esta oscilacao nao desaparece se mais termos na série forem
considerados, porém ocorre um aumento na frequéncia da oscilagao. Cabe destacar que

esta oscilagao para os instantes iniciais é puramente numeérica, nao deve-se esperar que este
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comportamento ocorra de fato em um sistema fisico.

6.3 Separacdo de Variaveis Aplicada a EDP Elipticas

A equacao de Laplace é muito aplicada para a modelagem de problemas de difusao es-
tacionéarios em mais de uma dimensao. Por exemplo, considere uma placa plana onde trés
fronteiras sao mantidas em uma temperatura 77 e uma fronteira é mantida em uma tempera-
tura f(x). Definindo 0 = (T'—T1) /(T —T}), onde T; é a temperatura maxima, a distribuicdo

de temperatura 0(x,y) é dada pela equacao:

020 90

o2 "o =Y

}1? J*B:f(x)

1%

Il
o

et O(x.y) —0

—»X

6=0

Diferentemente da equacao anterior, esta equacao nao envolve uma condicao inicial. Para
resolver a equacao, é preciso especificar condicoes para a variavel nas quatro fronteiras do
sistema. Esta condigoes podem ser um valor conhecido para a varidvel, como neste caso
(condicoes de primeira espécie) ou podem envolver a derivada da varidavel em relacao a
direcao normal a superficie.

Para o caso avaliado, as condigoes impostas sao:

6(0,y) =0 0(x,0) =0 O(L,y) =0 O(z, W) = f(x)
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Utilizando o método de separacao de varidveis, serd buscada uma solucao da forma:
0(x,y) = X(2)Y(y)

Substituindo na EDP e separando as variaveis:

12X 1Y

X dx? Y dy?
Novamente, tem-se uma situac¢ao onde f(z) = g(y), o que s6 pode ser satisfeita se ambas
forem iguais a uma constante. Neste caso, serd chamada de A2 para evitar o uso de v/ X. Além
disso, neste caso, caso a constante fosse negativa, a tnica solugao possivel seria a trivial.

Com isso, obtém-se dois problemas de autovalor independentes:

EX
W—F)\X:O
Y

Ambas equagoes de segunda ordem, lineares e homogéneas podem ser facilmente resolvidas
utilizando a equagdo caracteristica. A equacdo para X (z) ird possuir raizes ry, = £\i, de

modo que a solugao geral sera:
X(z) = C} cos(Ax) + Cysin(Az)
Para a equagdo para Y (y), as raizes sdo r 2 = £, de modo que a solugao é:
Y (y) = Cse™ + Cye
Com isso, a solucao geral da EDP é:
0(z,y) = (Cy cos(Ax) + Cysin(Ax))(Cse ™ 4 Cyev)

Para determinar a solugao particular, é preciso definir as quatro constantes de integragao

e a forma dos autovalores.

Utilizando a condigao 6(0,y) = 0, temos que:
0(0,1) = (C1 cos(0) + Cysin(0))(Cse ™ + Cye??) = 0

Cl (036_)\y + C46>\y) =0

Para igualdade s6 pode ser satisfeita para qualquer valor de y no intervalor se C; = 0.
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Aplicando a condi¢ao 6(z,0) = 0:
0(x,0) = Cysin(Az)(Cse’ 4 C4e°) = Cysin(A\z)(Cs + Cy) =0

Uma das maneiras de garantir a igualdade é fazendo C5, no entanto, isto iria implicar que
X(z) = 0 e portanto seria obtida a solucdo trivial. Outra maneira de satisfazer a igualdade
é impondo que:

Cs=—C4

Dessa forma, até o momento, temos que:
X(z) = Cysin(Ax) Y (y) = Cy(e? — ™) — 0(z,y) = Cssin(\z)(e™ — ™)
Utilizando a terceira condigao de contorno homogénea 0(L,y) = 0:
O(L,y) = Cssin(AL) (e —e™™) =0

Caso a condicao Cs = 0 fosse considerada, novamente irfamos recair na solugao trivial.

No entanto, o problema também admite solucao para os casos onde:
sin(AL) =0 — A= — n=123,...

Dessa forma, a solugao sera da forma:

0(x,y) = C, sin(?)(emy/L _ e—mry/L)

onde a constante Cf foi substituida por C,, pois ird depender do valor de n.

Para simplificar a expressao obtida, pode-se considerar que:
e/l emnmy/L — 2sinh(nmy/L)

Assim, juntando a constante 2 com as constantes C),:

0(z,y) = Cysin n—zx sinh ?

Novamente, considerando o principio de superposicao, a solucao geral serd a combinacgao

linear das solucoes para cada valor de n:

nmx nmy

9(35, y) = Z Cn sin T sinh T
n=1

Para determinar as constantes C,,, pode-se utilizar a condi¢ao de contorno 6(x, W) = f(x):

nrW
L

Oz, W) = f(z) = ZCn sin%smh

n=1
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Considerando a expressao obtida anteriormente para a expansao em Fourier em séries de

senos:
nmwx
=N "p, sin ——
f(x) ; sin —
Reconhecendo que
by = i sinh "7
n ' SIN
L
os coeficientes sao dados por:
W
bn:CnsinhmT / flx sin@dx n=1,2,3,...

Desse modo, a solugao para o problema pode ser expressa como:
= [2 [F . nmx . (nmx\ sinh(nmy/L)

5 ([ s ) ()
v) ;(L/O J(x)sin = x) "ML sinh(naW/L)

Por exemplo, considere o caso onde a fronteira superior é mantida em 75, de modo que

f(z) =1 ao longo de toda a fronteira. Com isso, pode-se avaliar a integral:

L _
L =L
/ f(z sin@d:c—/ sin 2% gy = — cos L
0 L nm L le=o0
L
= ——/(cosnm — 1)
nm

Assim, a solucdo para este caso seria:

0. y) = 2 i (1 — cos(n)) in (mrx) sinh(nmy/L)

(it n L/ sinh(nmW/L)

Como n é um inteiro positivo:
2 — )"t +1) . /nmwx\ sinh(nry/L)
ble.y) ;Z sm( L ) sinh(nmW/L)

=1

3

Considerando W = L = 1 e avaliando os primeiros 500 termos da série, obtém-se o perfil

de temperatura apresentado a seguir.

6.3.1 Equacado de Laplace em Coordenadas Cilindricas

Ezemplo 01: Determine a distribuicao de temperatura em uma regiao semicircular com
raio p posicionada sobre uma superficie plana, como representado na figura a seguir:

A equacao que descreve a variacdo na temperatura neste caso é a equacao de Laplace,
porém deve-se avaliar a equacao em coordenadas cilindricas:

*u  10u 1 0%u B

o Trar TrRoe
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u = uy0(m — 0)

Como condicoes de contorno, pode-se considerar que a superficie plana é mantida em uma

temperatura u = 0 e a temperatura na superficie semi-circular é dada por u = ugf(m — ).
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Lista de Exercicios 06 - Método de Separacao de Varidveis
1) (Equag¢do do Calor) Considere a seguinte equacao diferencial parcial com as condigoes

de contorno e inicial associadas:

ou  du
ot 922
u(0,t) =0 u(m,t) =0 u(z,0) = f(x)

Encontre a soluc¢ao u(x,t) para para o caso onde f(z) = sen(zx).

2) Considere uma barra homogénea com comprimento de L = 50 ¢m que esté inicialmente
a uma temperatura de 100°C'. Esta barra possui sua superficie lateral isolada, de modo que
troca calor somente pelas extremidades. Se esta barra for mergulhada em um banho a 0°C,
determine a temperatura em seu ponto médio apds 30 minutos (1800 s), supondo que (a) a
barra é feita de um material isolante, com a = 0.025cm?/s e (b) a barra é feita de um metal,
com a = 0.35cm?/s. Considere que a equagao que descreve a variagao da temperatura ao

longo do tempo e da posicao x é:
00 020
—_— = —
ot Ox?

e que as condicoes de contorno e inicial associada sao:
0(0,t) =0 0(50,t) =0 0(x,0) = 100
R: (a) T =98.32°C, (b) T = 10.59°C

3) (Equacdo da Onda) Considere uma corda elastica de comprimento L esticada entre
dois suportes em um plano horizontal. O deslocamento vertical u(z,t) da corda em um
ponto x no instante ¢ ¢ dador por:

Pu 0%

— =" —
ot? 0x?
onde a? é uma constante que depende do material.

(a) Mostre que esta equagao pode ser separada em duas EDO’s do tipo:
X"+ AX =0 T"+a°’ T =0

(b) Utilizando o método de separacdo de variaveis, mostre que a solugdo geral deste pro-

blema é:

w(z,t) = (1 cos(VAz) + ¢ 8in VAz)(c3 cos(aVAt) + ¢4 sinav/At)
(c) Considere que a corda esteja fixa em x = 0 e z = L, de modo que:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
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Além disso, assuma que a velocidade inicial da corda é nula, de modo que a derivada de
u(z,t) em relacdo a t em ¢t = 0 é zero. Considere também que a posi¢ao inicial da corda é

dada por uma fungao f(z), de forma que:

u(z,0) = f(z)

Utilizando as condicoes fornecidas, mostre que os problema so ira possuir solugoes nao-triviais

para os autovalores:

n?n?

A= 72

(d) Mostre que a solucao particular sera da forma:

o0

nwx nmat
t) = \, SIN —— COS
u(z,t) ; Cn 81— 7
onde os coeficientes sao dados por:
2 [t nmwT
Cn = — x)sin —dx n=12,3,...
- [ s

4) (Equagao de Laplace) Encontre a solucao u(z,y) da equacdo de Laplace no retangulo

0<z<a,0<y<b, que satisfaz as seguintes condigoes de contorno:
u(0,y) =0 u(a,y) =0 O<y<b
u(z,0) = h(x) u(z,b) =0 0<z<a

R: U(I’,y) — ZOO —2 foa h(l’) sin naﬂdx(enw(yfﬂﬂ/a o efnwy/a)

n=1"a
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