Andlise de Estabilidade com o Método de Von Neumann

A diferenca entre a solugdo exata da EDP (C,) e a solugdo encontrada com o método numérico
(CY) pode ser expressa como:

eli, ] = CX i, j] — Ca[i. j]

Esta varidvel representa o erro de discretizacdo do modelo. Substituindo a expressdo para a
solu¢ao numeérica na equagao:

Cali, j + 1]+ eli, j + 1] = C4[é, j] + [i, jl+
Foy (Chli+ 1, 4] + eli + 1, j] — 2C%4[4, j] — 2¢[i, j] + C4[i + 1, 4] + 2[i + 1, j])

- Considerando que a discretizacdo seja consistente, a solucdo exata deve satisfazer a equacgao
discretizada. Por isso, a equagdo pode ser simplificada para:

eli, j+ 1] =¢e[i, j] + Foa (i + 1, 5] — 2¢[4, j] + [i + 1, j])

Esta equacdo pode ser utilizada para estimar o erro em cada ponto. O método de Von
Neumann considera que o erro pode ser expresso em termos de uma expansdo em séries de
Fourier:

M

§ ()m‘ ikx

onde a é uma constante, k=rtm/L é o nimero de onda e M=L/Ax, sendo L a comprimento total
em X.

- Como a equacgao para o erro é linear, pode-se substituir qualquer um dos termos da série na
equacao. Isto implica que o comportamento de cada componente da série é o mesmo que da
série como um todo. Assim, pode-se considerar:

e(x,t) = e™e™™
- Relacionando com a forma discretizada da equacgao:
5[7:7 }] (af(gkr [1 — 1 ]] = ()af i)
eli + 1, j] = e®eikl=+Az) eli, j + 1] = e2t+A0) gike
- Substituindo na equacdo para o erro:
€

a(t+.~_\t)c:r.km _ Gate?,km + FO_,?\,[(CatClk(IjLAT Qpat ikx _|_()r1t ik(z— ._\T))

- Dividindo todos os termos por e*e’*:

()a.’_\t — 1+ Foﬂ{(ﬁik.ﬁm + E—ik‘;\r o 2)



- Utilizando a identidade de Euler (e*= cos(x) + i sin(x)) e levando em conta que sin(x) = - sin(-x)
e cos(x) = cos(-x):

ehAT | omikAT _ 9 cos(kAx)
- Além disso, para facilitar, pode-se utilizar a seguinte identidade trigonométrica:

. 1 — cos(26 .
sin? ) = C(;( ) — 2 cos(260) = 4sin” 6 + 2

- Substituindo na equacdo para o erro, chega-se a:

e =1 — 4F 0y sin®(kAz/2)

- Para que a solucdo seja estdvel ao longo das iteracdes no tempo, é necessdrio que o erro
diminua a cada nova iteracdo. Ou seja:

eli, 7+ 1]

A= aul
eli, 7]

<1

onde A é chamado de fator de amplificacdo do erro. Utilizando a definicdo em termos da série
de Fourier:

pa(t+At)elkde
\ = — (Jn.’_\t
ea(t)ﬁikf_\..r- ’

- Assim, utilizando a expressa obtida anteriormente para e®;

‘1 — 4F o0y sinz(kA:r/Q)‘ <1
- Como o termo envolvendo sin? é sempre positivo:
4F oy sin®(kAx/2) < 2

- Além disso como sin?(x) estd limitado no intervalo [0,1], esta desigualdade ser3 satisfeita para
qualquer valor de k se e somente se:
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