
Aula 12 - Método de Diferenças Finitas para EDP's

Parabóli
as

Éliton Fontana

Como visto em aulas anteriores, as equações parabóli
as possuem uma separação entre

o domínio de in�uên
ia e o domínio de dependên
ia dos pontos. A prin
ipal 
ategoria de

equações parabóli
as são as rela
ionadas 
om a equação do 
alor:

∂u

∂t
= α∇2u

Sendo que esta equação governa a variação de um poten
ial u ao longo do tempo e das

direções espa
iais.

Para equações parabóli
as, a separação entre os domínios de in�uên
ia e de dependên-


ia possibilita o uso de métodos de mar
ha para avaliar a solução a partir de uma 
ondição

ini
ial até um ponto �nal que não pre
isa ser previamente de�nido, ou seja, pode-se 
on-

struir o domínio dis
retizado 
onforme se avança na solução.

1 Equação do Calor Unidimensional

Para ilustrar a apli
ação do método de diferenças �nitas para a dis
retização de

equações parabóli
as, será 
onsiderado a equação do 
alor unidimensional por simpli-


idade:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂x2

Neste 
aso, assim 
omo para a equação de Lapla
e vista anteriormente, o domínio de

solução também possui duas dimensões, de modo que a variável dis
retizada será identi-

�
ada 
omo u[i,m] = ui,m onde i representa a direção x e m o tempo. A solução da EDP

neste 
aso será da forma u(x, t), enquanto que sua aproximação dis
reta será da forma

ui,m.
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Para resolver esta equação, é ne
essário espe
i�
ar duas 
ondições de 
ontorno em x

e uma 
ondição ini
ial no tempo. Por exemplo, 
onsidere que as extremidades x = 0 e

x = L sejam mantidas em uma 
ondição tal que u = 0 para todo o tempo.

u(0, t) = 0 u(L, t) = 0

Além disso, 
onsidere que ini
ialmente o sistema esteja mantido em uma 
ondição u = 1

ao longo de toda a direção x:

u(x, 0) = 1

Uma das prin
ipais diferenças em relação às equações elípti
as é que no 
aso das

parabóli
as o domínio de solução é aberto em uma das direções, no exemplo anterior em

relação ao tempo. Isto impli
a que não é ne
essário 
onhe
er 
ondições em um valor �nal

de tempo para resolver a equação. Na �gura a seguir é representado um exemplo de grid

numéri
o asso
iado a uma equação parabóli
a.

O grid neste 
aso possui Ni elementos na direção x, ou seja, esta direção já está

totalmente de�nida. Na direção t, pode-se 
ontinuar avaliando o sistema 
onforme for

ne
essário. Neste 
aso, é 
omum dizer que 
ada valor m 
orresponde a um nível de

tempo distinto. Por exemplo, u2,4 representa uma proximação para a solução no ponto

i = 2 no nível de tempo m = 4. Em termos do domínio 
ontínuo, isto representa uma

aproximação na posição x = 2∆x e no tempo t = 4∆t.
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Para apli
ar o método de diferença �nitas nesta equação, deve-se dis
retizar a derivada

espa
ial, assim 
omo realizado para a equação de Lapla
e, e a derivada temporal, 
omo

será apresentado a seguir

1.1 Dis
retização das Derivadas Temporal e Espa
ial

A existên
ia de um 
aminho preferen
ial nas EDP's parabóli
as fa
ilita a sua análise

numéri
a, pois para determinar a solução em um dado ponto ui,m basta 
onsiderar o seu

domínio de dependên
ia. Analisando em termos físi
os, isto signi�
a que não é pre
iso

avaliar um nível de tempo m+1 (futuro) para determinar a solução em um nível de tempo

m (presente). Assim, para avaliar a derivada primeira em uma posição i e em um nível

m, deve-se utilizar um esquema para trás, de forma que:

∂u

∂t
=

u[i,m]− u[i,m− 1]

∆t

Para a dis
retização da derivada espa
ial em x, 
omo 
omentado anteriormente, 
onsidera-

se as demais variáveis independetes 
onstantes. Neste 
aso, existem duas possibilidades

para a dis
retização: manter o tempo 
onstante no nível m ou no nível m− 1. Cada uma

das possibilidades possui suas vantagens e desvantagens. A avaliação no nível m − 1 é


onhe
ida 
omo formulação explí
ita, e utilizando um esquema 
entral resulta em:

∂2u

∂x2
=

u[i− 1, m− 1]− 2u[i,m− 1] + u[i+ 1, m− 1]

∆x2

De forma equivalente, a formulação baseada no nível m é 
onhe
ida 
omo formulação

implí
ita, e resulta em:

∂2u

∂x2
=

u[i− 1, m]− 2u[i,m] + u[i+ 1, m]

∆x2

Pode-se observar que se a derivada segunda for substituida por uma função f(t, y)

qualquer, a formulação explí
ita é equivalente ao método de Euler explí
ito e a formulação

implí
ita ao método de Euler implí
ito. A prin
ipal vantagem do método explí
ito é

sua fa
ilidade de implementação, pois pode-se partir da 
ondição ini
ial de�nida no nível

m = 0 para avaliar de forma explí
ita todos os pontos no nível m = 1 e 
ontinuar 
om este

pro
esso até atingir o tempo �nal desejado. Já a formulação implí
ita requer a resolução

de um 
onjunto de equações algébri
as para 
ada nível de tempo. No entanto, assim 
omo

para o método de Euler, a formulação explí
ita possui sérios problemas de estabilidade,
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sendo em muitos 
asos ne
essário o uso de passos de tempo muito pequenos, enquanto

que a formulação implí
ita é automati
amente estável. A seguir serão apresentados mais

detalhes sobre as duas possíveis formulações.

2 Método Explí
ito

Utilizando a formulação explí
ita, a equação do 
alor unidimensional pode ser expressa

na forma dis
retizada 
omo:

u[i,m]− u[i,m− 1]

∆t
= α

(

u[i− 1, m− 1]− 2u[i,m− 1] + u[i+ 1, m− 1]

∆x2

)

Como pode ser visto, esta equação possui somente um termo avaliado no nível de tempo

m. De�nindo o seguinte parâmetro adimensional, 
onhe
ido 
omo número de Fourier:

Fo =
α∆t

∆x2

A equação anterior pode ser es
rita 
omo:

u[i,m] = u[i,m− 1] + Fo(u[i− 1, m− 1]− 2u[i,m− 1] + u[i+ 1, m− 1])

Assim, o termo Fo(u[i−1, m−1]−2u[i,m−1]+u[i+1, m−1]) pode ser visto 
omo uma


orreção para o valor no ponto i devido a uma passagem de tempo ∆t. Desta forma, os

valores para um novo nível de tempom podem ser obtido somente 
om base nos valores do

passo anterior (já 
onhe
idos), de forma que este pro
edimento é um método de mar
ha

no tempo (não é ne
essário 
onvergir no passo atual para avançar para o próximo). Este


omportamento é ilustrado na �gura a seguir:

Conforme 
omentado anteriormente, o prin
ipal problema 
om a formulação explí
ita

é a di�
uldade em garantir a estabilidade. Para analisar a estabilidade desta formulação
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pode-se utilizar um método 
hamado de método de von Neumann. A obtenção do 
ritério

de estabilidade não será apresentada aqui por brevidade, porém pode-se mostrar que o

método será estável somente se:

Fo =
α∆t

∆x2
<

1

2

ou seja, deve-se utilizar valores de ∆x e ∆t que garantam que esta 
ondição seja satis-

feita. Da mesma forma que os 
ritérios utilizados para manter a estabilidade do método

de Euler, esta 
ondição não garante que a pre
isão desejada será atingida, garante so-

mente que os erros de arredondamento não serão ampli�
ados ao longo da solução. De

fato, a redução no valor de ∆x irá aumentar o número de Fourier e 
omo 
onsequên
ia

prejudi
ar a estabilidade. Porém 
omo a aproximação por diferenças �nitas é baseada

em um trun
amento da série de Taylor, a redução em ∆x reduz os erros de trun
amento.

A estratégia que 
ostuma ser apli
ada neste 
aso é determinar o ∆x tal que os erros de

trun
amento sejam su�
ientemente baixos e 
om base neste valor determinar qual o passo

de tempo que pode ser utilizaro para garantir a estabilidade.

Para ilustrar a apli
ação do método explí
ito, 
onsidere um 
aso onde deseja-se re-

mover uma dada espé
ie quími
a A do interior de um meio poroso até o meio externo,


omo por exemplo em um pro
esso de extração sólido-líquido ou pro
esso de sa
agem,


omo ilustrado na �gura a seguir:

Mediante alguns hipóteses simples, a equação que des
reve a transferên
ia de massa

da espé
ie A é dada por:

∂CA

∂t
= DA

∂2CA

∂x2
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onde DA é o 
oe�
iente de difusão e CA a 
on
entração da espé
ie A. A solução neste


aso será da forma CA(x, t). Como 
ondições de 
ontorno, temos que:

CA(L, t) = KpCA,∞ = C∗

A

∂CA

∂x

∣

∣

∣

x=0

= 0

Como 
ondição ini
ial, será 
onsiderado que o sistema está 
om uma 
on
entração 
on-

stante:

CA(x, 0) = CA,0

Para fa
ilitar a resolução deste problema, pode-se de�nir uma variável adimensional

da forma:

u =
CA − C∗

A

CA,0 − C∗

A

de forma que a equação governante, as 
ondições de 
ontorno e a 
ondição ini
ial podem

ser rees
ritas 
omo:

∂u

∂t
= DA

∂2u

∂x2

u(L, t) = 0
∂u

∂x

∣

∣

∣

x=0

= 0 u(x, 0) = 1

A dis
retização da equação governante através do método de diferenças �nitas explí
ito

resulta em:

u[i,m] = u[i,m− 1] + Fo(u[i− 1, m− 1]− 2u[i,m− 1] + u[i+ 1, m− 1])

ou em notação 
ompa
ta:

ui,m = ui,m−1 + Fo(ui−1,m−1 − 2ui,m−1 + ui+1,m−1)

onde neste 
aso Fo = DA∆t/∆x2
. Como a difusividade é uma propriedade físi
a do

sistema, este é um valor �xo e previamente 
onhe
ido. Assim, é ne
essário de�nir dois

parâmetros, por exemplo ∆x e Fo, de modo que ∆t pode ser 
al
ulado.

Por exemplo, 
onsidere um 
aso onde L = 1mm e ∆x = 0.2, de modo que Ni =

L/∆x = 5. O valor de ∆t deve ser pequeno o su�
iente para garantir a estabilidade. O


ritério para estabilidade é Fo < 0.5, porém é re
omendável utilizar um valor relativa-

mente menor. Neste 
aso, será 
onsiderado que Fo < 0.25, de modo que o passo de tempo

será:

∆t =
Fo∆x2

DA
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Por exemplo, pode-se 
onsiderar que um valor razoável para DA é 0.01mm2/s, de modo

que:

∆t =
(0.25)(0.2)2

0.01
= 1 s

Considerando que Ni = 5, o grid numéri
o será da forma 
omo apresentado na �gura

seguir.

Para ini
ar o pro
esso de aproximação da solução, pode-se primeiramente de�nir as


ondições de 
ontorno e a 
ondição ini
ial. Novamente, nos vérti
es do grid existe uma

sobreposição de 
ondições, pois as 
ondições de 
ontorno indi
am que u(0, t) = u(L, t) = 0

para qualquer t e a 
ondição ini
ial indi
a que u(x, 0) = 1 para qualquer x. Neste 
aso

será 
onsiderado que a 
ondição ini
ial seja satisfeita nos vérti
es, de modo que para o

nível de tempo m = 0 (
ondição ini
ial), temos que:

u0,0 = u1,0 = u2,0 = u3,0 = u4,0 = u5,0 = 1

Com base nestes valores, pode-se determinar o próximo nível de tempo, m = 1.

Primeiramente, pode-se de�nir as 
ondições de 
ontorno. Na extremidade x = L, a


ondição de primeira espé
ie pode ser expressa na forma dis
reta 
omo:

u(L, t) = 0 → u5,m = 0 m ≥ 1

sendo esta 
ondição válida para qualquer nível de tempo além do ini
ial. De forma

semelhante, a 
ondição de segunda espé
ie na fronteira x = 0 impli
a que:

∂u

∂x

∣

∣

∣

x=0

= 0 → u0,m = u1,m m ≥ 1
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Assim, resta avaliar os pontos internos (i = 1 até i = 4). Por exemplo, para i = 1

temos que:

u1,1 = u1,0 + Fo(u0,0 − 2u1,0 + u2,0) = 1 + 0.25(1− 2 + 1) = 1

De forma semelhante, para os demais pontos:

u2,1 = u2,0 + Fo(u1,0 − 2u2,0 + u3,0) = 1 + 0.25(1− 2 + 1) = 1

u3,1 = u3,0 + Fo(u2,0 − 2u3,0 + u4,0) = 1 + 0.25(1− 2 + 1) = 1

u4,1 = u4,0 + Fo(u3,0 − 2u4,0 + u5,0) = 1 + 0.25(1− 2 + 1) = 1

Como pode ser visto, somente o ponto asso
iado a 
ondição de 
ontorno em x = L foi

alterado. Resumindo:

u0,1 = u1,1 = u2,1 = u3,1 = u4,1 = 1 u5,1 = 0

Esta 
ara
terísti
a é 
omum dos métodos de diferenças �nitas explí
ito. No próximo

nível de tempo, m = 2, somente os valores em i = 5 e i = 4 serão diferentes dos valores

ini
iais, ou seja, para 
ada nível de tempo somente um ponto adi
ional é afetado pela


ondição de 
ontorno. Neste 
aso, os valores nestes pontos serão:

u5,2 = 0

u4,2 = u4,1 + Fo(u3,1 − 2u4,1 + u5,1) = 1 + 0.25(1− 2 + 0) = 0.75

De modo que:

u0,2 = u1,2 = u2,2 = u3,2 = 1 u4,2 = 0.75 u5,1 = 0

De forma semelhante, para o próximo nível de tempo somente os valores asso
iados a

i = 3, i = 4 e i = 5 serão diferentes da 
ondição ini
ial:

u5,3 = 0

u4,3 = u4,2 + Fo(u3,2 − 2u4,2 + u5,2) = 0.75 + 0.25(1− 2(0.75) + 0) = 0.625

u3,3 = u3,2 + Fo(u2,2 − 2u3,2 + u4,2) = 1 + 0.25(1− 2 + 0.75) = 0.9375

Assim:

u0,3 = u1,3 = u2,3 = 1 u3,3 = 0.9375 u4,3 = 0.625 u5,1 = 0
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Para m = 4, obtém-se:

u5,4 = 0

u4,4 = u4,3 + Fo(u3,3 − 2u4,3 + u5,3) = 0.625 + 0.25(0.9375− 2(0.625) + 0) = 0.54687

u3,4 = u3,3 + Fo(u2,3 − 2u3,3 + u4,3) = 0.9375 + 0.25(1− 2(0.9375) + 0.625) = 0.875

u2,4 = u2,3 + Fo(u1,3 − 2u2,3 + u3,3) = 1 + 0.25(1− 2 + 0.9375) = 0.9844

Assim:

u0,4 = u1,4 = 1 u2,4 = 0.9844 u3,4 = 0.875 u4,4 = 0.54687 u5,1 = 0

Pode-se 
ontinuar 
om este pro
edimento até atingir o tempo �nal desejado.

3 Método Implí
ito

Na formulação implí
ita, a derivada espa
ial é avaliada no mesmo nível de tempo onde

o ponto está sendo avaliado. Com isso, a equação do 
alor unidimensional é dis
retizada


omo:

u[i,m]− u[i,m− 1]

∆t
= α

(

u[i− 1, m]− 2u[i,m] + u[i+ 1, m]

∆x2

)

Considerando novamente a de�nição do número de Fourier, esta expressão pode ser es
rita


omo:

u[i,m] = u[i,m− 1] + Fo(u[i− 1, m]− 2u[i,m] + u[i+ 1, m])

Assim, o valor no ponto irá depender do valor no mesmo ponto e no tempo anterior e

dos valores vizinhos no mesmo passo de tempo, 
omo respresentado na �gura a seguir. A

formulação implí
ita é automati
amente estável para qualquer valor de Fo.

9



Para ilustrar a apli
ação do método implí
ito, será 
onsiderado o mesmo exemplo uti-

lizado anteriormente para o método explí
ito, mantendo um grid 
om Ni = 5 elementos.

Neste 
aso pode-se utilizar um valor de Fo maior, já que não existe problemas de esta-

bilidade. No entanto, será 
onsiderado o mesmo valor Fo = 0.25 para possibilitar uma


omparação direta. Relembrando, a equação governante e as 
ondições asso
iadas são:

∂u

∂t
= DA

∂2u

∂x2

u(L, t) = 0
∂u

∂x

∣

∣

∣

x=0

= 0 u(x, 0) = 1

A equação dis
retizada é dada por:

ui,m = ui,m−1 + Fo(ui−1,m − 2ui,m + ui+1,m) = ui,m−1 + Fo(ui−1,m + ui+1,m)− 2Foui,m

Esta relação também pode ser expressa 
omo:

(2Fo+ 1)ui,m − ui,m−1 − Foui−1,m − Foui+1,m = 0

Novamente, para o nível de tempo ini
ial, temos que a 
ondição ini
ial resulta em:

u0,0 = u1,0 = u2,0 = u3,0 = u4,0 = u5,0 = 1

Para o próximo nível de tempo, as 
ondições de 
ontorno resultam em:

u5,1 = 0 u0,1 = u1,1

Para os pontos internos, neste 
aso será obtido o seguinte sistema de equações:

(2Fo+ 1)u1,1 − u1,0 − Fou0,1 − Fou2,1 = 0 → (1.25)u1,1 − 0.25u2,1 = 1

(2Fo+ 1)u2,1 − u2,0 − Fou1,1 − Fou3,1 = 0 → (1.5)u2,1 − 0.25u1,1 − 0.25u3,1 = 1

(2Fo+ 1)u3,1 − u3,0 − Fou2,1 − Fou4,1 = 0 → (1.5)u3,1 − 0.25u2,1 − 0.25u4,1 = 1

(2Fo+ 1)u4,1 − u4,0 − Fou3,1 − Fou5,1 = 0 → (1.5)u4,1 − 0.25u3,1 = 1

Este sistema linear pode ser expresso 
omo:

















1.25 −0.25 0 0

−0.25 1.5 −0.25 0

0 −0.25 1.5 −0.25

0 0 −0.25 1.5

































u1,1

u2,1

u3,1

u4,1

















=

















1

1

1

1
















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Como pode ser visto, neste 
aso se obtém um sistema tridiagonal que pode ser re-

solvido, por exemplo, 
om o uso do algoritmo de Thomas. Resolvendo este sistema,

obtém-se em 
onjunto 
om as 
ondições de 
ontorno:

u0,1 = u1,1 = 0.999 u2,1 = 0.9949 u3,1 = 0.9706 u4,1 = 0.8284 u5,1 = 0

Neste 
aso, pode-se observar que a 
ondição de 
ontorno em x = L afeta todos os

pontos do grid. Este resultado é mais 
oerente 
om o 
omportamento físi
o do sistema.

Avaliando para o próximo nível de tempo (m = 2):

(2Fo+ 1)u1,2 − u1,1 − Fou0,2 − Fou2,2 = 0 → 1.25u1,2 − 0.25u2,2 = 0.999

(2Fo+1)u2,2−u2,1−Fou1,2−Fou3,2 = 0 → 1.5u2,2−0.25u1,2−0.25u3,2 = 0.9949

(2Fo+1)u3,2−u3,1−Fou2,2−Fou4,2 = 0 → 0.5u3,2−0.25u2,2−0.25u4,2 = 0.9706

(2Fo+ 1)u4,2 − u4,1 − Fou3,2 − Fou5,2 = 0 → 1.5u4,2 − 0.25u3,2 = 0.8284

Na forma matri
ial, este sistema resulta em:

















1.25 −0.25 0 0

−0.25 1.5 −0.25 0

0 −0.25 1.5 −0.25

0 0 −0.25 1.5

































u1,2

u2,2

u3,2

u4,2

















=

















0.999

0.9949

0.9706

0.8284

















Como pode ser visto, a matriz dos 
oe�
ientes não é alterada, havendo uma mudança

somente na parte não-homogênea. Resolvendo o sistema, obtém-se:

u0,2 = u1,2 = 0.9968 u2,2 = 0.9842 u3,2 = 0.929 u4,2 = 0.7071 u5,2 = 0

Fazendo o mesmo pro
edimento para o próximo nível de tempo (m = 3), será obtido

o sistema:

















1.25 −0.25 0 0

−0.25 1.5 −0.25 0

0 −0.25 1.5 −0.25

0 0 −0.25 1.5

































u1,3

u2,3

u3,3

u4,3

















=

















0.9968

0.9842

0.929

0.7071

















Resolvendo o sistema:

u0,3 = u1,3 = 0.9912 u2,3 = 0.9686 u3,3 = 0.8839 u4,3 = 0.6187 u5,3 = 0
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Finalmente, para m = 4:

















1.25 −0.25 0 0

−0.25 1.5 −0.25 0

0 −0.25 1.5 −0.25

0 0 −0.25 1.5

































u1,4

u2,4

u3,4

u4,4

















=

















0.9912

0.9686

0.8839

0.6187

















Resolvendo o sistema:

u0,4 = u1,4 = 0.9829 u2,4 = 0.9495 u3,4 = 0.8396 u4,4 = 0.5524 u5,4 = 0

Comparando 
om os valores obtidos 
om o método explí
ito para o mesmo nível de

tempo:

u0,4 = u1,4 = 1 u2,4 = 0.9844 u3,4 = 0.875 u4,4 = 0.54687 u5,1 = 0

Como visto, os resultados obtidos 
om os dois métodos estão bem próximos, 
om a

diferença que o método explí
ito tende a provo
ar uma variação mais rápida nos pontos

próximos a 
ondição de 
ontorno em x = L e uma variação mais lenta nos pontos mais

internos.

De forma geral, o sistema obtido para 
ada nível m será da forma:

A~um = ~um−1

onde

~um = (u1,m, u2,m, u3,m, u4,m)
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