Aula 12 - Método de Diferencas Finitas para EDP’s

Paraboélicas

Eliton Fontana

Como visto em aulas anteriores, as equacoes parabdlicas possuem uma separacao entre
o dominio de influéncia e o dominio de dependéncia dos pontos. A principal categoria de

equacoes parabolicas sao as relacionadas com a equacao do calor:

@ = aV3u
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Sendo que esta equagao governa a variacao de um potencial u ao longo do tempo e das
direcoes espaciais.

Para equacoes parabolicas, a separacao entre os dominios de influéncia e de dependén-
cia possibilita o uso de métodos de marcha para avaliar a solucao a partir de uma condicao
inicial até um ponto final que nao precisa ser previamente definido, ou seja, pode-se con-

struir o dominio discretizado conforme se avanca na solucao.

1 Equacao do Calor Unidimensional

Para ilustrar a aplicacao do método de diferencas finitas para a discretizacao de

equagoes parabolicas, serda considerado a equacao do calor unidimensional por simpli-

cidade:
o _
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Neste caso, assim como para a equacao de Laplace vista anteriormente, o dominio de
solugao também possui duas dimensoes, de modo que a variavel discretizada serd identi-
ficada como u[i, m] = w;,, onde i representa a direcdo x e m o tempo. A solugao da EDP
neste caso sera da forma u(z,t), enquanto que sua aproximacao discreta sera da forma

Ui m-



Para resolver esta equacao, é necessario especificar duas condic¢oes de contorno em x
e uma condi¢ao inicial no tempo. Por exemplo, considere que as extremidades x = 0 e

x = L sejam mantidas em uma condi¢ao tal que v = 0 para todo o tempo.
u(0,t) =0 u(L,t) =0

Além disso, considere que inicialmente o sistema esteja mantido em uma condicao u = 1
ao longo de toda a direcao z:

u(z,0) =1

Uma das principais diferengas em relacao as equagoes elipticas é que no caso das
parabolicas o dominio de solucao ¢ aberto em uma das direcoes, no exemplo anterior em
relacao ao tempo. Isto implica que nao é necessario conhecer condi¢oes em um valor final
de tempo para resolver a equacao. Na figura a seguir é representado um exemplo de grid

numeérico associado a uma equacao parabolica.
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O grid neste caso possui NV; elementos na direcao x, ou seja, esta direcao ja esta
totalmente definida. Na direcao ¢, pode-se continuar avaliando o sistema conforme for
necessario. Neste caso, &€ comum dizer que cada valor m corresponde a um nivel de
tempo distinto. Por exemplo, us 4 representa uma proximacao para a solugao no ponto
¢ = 2 no nivel de tempo m = 4. Em termos do dominio continuo, isto representa uma

aproximacao na posicao r = 2Az e no tempo t = 4At.



Para aplicar o método de diferenca finitas nesta equacao, deve-se discretizar a derivada
espacial, assim como realizado para a equagao de Laplace, e a derivada temporal, como

serd apresentado a seguir

1.1 Discretizacao das Derivadas Temporal e Espacial

A existéncia de um caminho preferencial nas EDP’s parabolicas facilita a sua anélise
numérica, pois para determinar a solugao em um dado ponto u; ,, basta considerar o seu
dominio de dependéncia. Analisando em termos fisicos, isto significa que nao é preciso
avaliar um nivel de tempo m+1 (futuro) para determinar a solugdo em um nivel de tempo
m (presente). Assim, para avaliar a derivada primeira em uma posi¢ao ¢ e em um nivel
m, deve-se utilizar um esquema para tras, de forma que:

Ou _ufi,m] —uft,m — 1]
ot At

Para a discretizacao da derivada espacial em x, como comentado anteriormente, considera-
se as demais variaveis independetes constantes. Neste caso, existem duas possibilidades
para a discretizacao: manter o tempo constante no nivel m ou no nivel m — 1. Cada uma
das possibilidades possui suas vantagens e desvantagens. A avaliacdo no nivel m — 1 é
conhecida como formulacao explicita, e utilizando um esquema central resulta em:

Pu  u[i—1,m—1] = 2ufi,m — 1] +u[i + 1,m — 1]
ox? Ax?

De forma equivalente, a formulagao baseada no nivel m ¢é conhecida como formula¢ao

implicita, e resulta em:

O?u  ufi —1,m] — 2uli,m] + uli + 1,m)|

Ox? Ax?

Pode-se observar que se a derivada segunda for substituida por uma fungao f(t,y)
qualquer, a formulagao explicita é equivalente ao método de Euler explicito e a formulagao
implicita ao método de Euler implicito. A principal vantagem do método explicito é
sua facilidade de implementacao, pois pode-se partir da condicao inicial definida no nivel
m = 0 para avaliar de forma explicita todos os pontos no nivel m = 1 e continuar com este
processo até atingir o tempo final desejado. Ja a formulacao implicita requer a resolugao
de um conjunto de equacgoes algébricas para cada nivel de tempo. No entanto, assim como

para o método de Euler, a formulacao explicita possui sérios problemas de estabilidade,



sendo em muitos casos necessario o uso de passos de tempo muito pequenos, enquanto
que a formulacao implicita é automaticamente estavel. A seguir serao apresentados mais

detalhes sobre as duas possiveis formulagoes.

2 Meétodo Explicito

Utilizando a formulacao explicita, a equacao do calor unidimensional pode ser expressa,

na forma discretizada como:

uli,m] —ufi,m — 1] N uli —1,m — 1] = 2u[i,m — 1] + u[i + 1,m — 1]
At N Ax?
Como pode ser visto, esta equacao possui somente um termo avaliado no nivel de tempo

m. Definindo o seguinte parametro adimensional, conhecido como nimero de Fourier:

alt

Fo=22"
© Az?

A equacao anterior pode ser escrita como:
uli,m| = uli,m — 1] + Fo(uli — 1,m — 1] — 2uli,m — 1] + u[i + 1,m — 1))

Assim, o termo Fo(u[t —1,m —1] —2ufi,m —1]+u[i+ 1, m—1]) pode ser visto como uma
correcao para o valor no ponto ¢ devido a uma passagem de tempo At. Desta forma, os
valores para um novo nivel de tempo m podem ser obtido somente com base nos valores do
passo anterior (ja conhecidos), de forma que este procedimento ¢ um método de marcha
no tempo (nao é necessario convergir no passo atual para avangar para o proximo). Este

comportamento ¢ ilustrado na figura a seguir:
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Conforme comentado anteriormente, o principal problema com a formulagao explicita

é a dificuldade em garantir a estabilidade. Para analisar a estabilidade desta formulacao
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pode-se utilizar um método chamado de método de von Neumann. A obtencao do critério
de estabilidade nao serd apresentada aqui por brevidade, porém pode-se mostrar que o
método serd estavel somente se:

aAt 1

Fo=°=" <~
© Az?2 2

ou seja, deve-se utilizar valores de Az e At que garantam que esta condigao seja satis-
feita. Da mesma forma que os critérios utilizados para manter a estabilidade do método
de Euler, esta condicao nao garante que a precisao desejada serd atingida, garante so-
mente que os erros de arredondamento nao serao amplificados ao longo da solucao. De
fato, a redugao no valor de Ax ird aumentar o nimero de Fourier e como consequéncia
prejudicar a estabilidade. Porém como a aproximacao por diferencas finitas ¢ baseada
em um truncamento da série de Taylor, a reducao em Az reduz os erros de truncamento.
A estratégia que costuma ser aplicada neste caso é determinar o Az tal que os erros de
truncamento sejam suficientemente baixos e com base neste valor determinar qual o passo

de tempo que pode ser utilizaro para garantir a estabilidade.

Para ilustrar a aplicagao do método explicito, considere um caso onde deseja-se re-
mover uma dada espécie quimica A do interior de um meio poroso até o meio externo,
como por exemplo em um processo de extracao solido-liquido ou processo de sacagem,

como ilustrado na figura a seguir:

/
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Mediante alguns hipoteses simples, a equagao que descreve a transferéncia de massa

da espécie A é dada por:
oCy D 0P?Cy
ot A 0x?



onde Dy é o coeficiente de difusao e C'4 a concentracao da espécie A. A solucdo neste

caso sera da forma Cy(z,t). Como condigbes de contorno, temos que:

Cu(L,t) = K,Cao = C%
aC s

A -0
O0r lz=0

Como condicao inicial, serd considerado que o sistema estd com uma concentra¢ao con-
stante:

CA(ZL’, O) = CA70

Para facilitar a resolucao deste problema, pode-se definir uma variavel adimensional

da forma:
C _ *
= =2 Ca
Cao—C3%

de forma que a equagao governante, as condi¢oes de contorno e a condicao inicial podem

ser reescritas como:

e
ot Moa?
ou

u(L,t) =0 o M 0 u(z,0) =1

A discretizacao da equacao governante através do método de diferencas finitas explicito

resulta em:
uli,m] = ul[i,m — 1) + Fo(uli — 1,m — 1] — 2u[i,m — 1] + u[i + 1,m — 1])
ou em notagao compacta:
Ui = Uim—1 + FO(Ui—1m-1 — 2Uim—1 + Ui1m—1)

onde neste caso Fo = D,At/Ax?. Como a difusividade é uma propriedade fisica do
sistema, este é um valor fixo e previamente conhecido. Assim, é necessario definir dois
parametros, por exemplo Az e Fo, de modo que At pode ser calculado.

Por exemplo, considere um caso onde L = 1mm e Az = 0.2, de modo que N; =
L/Az = 5. O valor de At deve ser pequeno o suficiente para garantir a estabilidade. O
critério para estabilidade ¢ Fo < 0.5, porém ¢é recomendavel utilizar um valor relativa-
mente menor. Neste caso, serd considerado que F'o < 0.25, de modo que o passo de tempo

sera:
FoAx?

At
Dy




Por exemplo, pode-se considerar que um valor razoavel para D ¢ 0.01 mm? /s, de modo
que:

2
A (025027
0.01

Considerando que N; = 5, o grid numérico sera da forma como apresentado na figura

seguir.

Para inicar o processo de aproximacao da solugao, pode-se primeiramente definir as
condicoes de contorno e a condigao inicial. Novamente, nos vértices do grid existe uma
sobreposi¢ao de condigoes, pois as condigoes de contorno indicam que u(0,t) = u(L,t) =0
para qualquer t e a condi¢ao inicial indica que u(x,0) = 1 para qualquer z. Neste caso
serd considerado que a condigao inicial seja satisfeita nos vértices, de modo que para o

nivel de tempo m = 0 (condigao inicial), temos que:
U = U100 = U0 = U3 = Ug = Us o = 1

Com base nestes valores, pode-se determinar o proximo nivel de tempo, m = 1.
Primeiramente, pode-se definir as condi¢oes de contorno. Na extremidade x = L, a

condicao de primeira espécie pode ser expressa na forma discreta como:
u(L,t) =0 — Usm =0 m>1

sendo esta condicao valida para qualquer nivel de tempo além do inicial. De forma

semelhante, a condi¢ao de segunda espécie na fronteira x = 0 implica que:

ou
oz 0:0 — Ugm = Ulm m>1
r=



Assim, resta avaliar os pontos internos (i = 1 até ¢ = 4). Por exemplo, para i = 1

temos que:

Uy = Uy + Fo(upo —2urg+ugp) =1+025(1-2+1)=1
De forma semelhante, para os demais pontos:

U1 = Uz + Fo(urg — 2usp +usg) =14+025(1-24+1) =1

’UJ371 = Uus,n + FO(/U/Q’O — 2U3,0 + U4’0) =1 -+ 025(1 -2 -+ 1) =1
Ug1 = Ug0 + FO(Ug’O — 2U4,0 + U5’0) =1+ 025(1 — 24 1) =1

Como pode ser visto, somente o ponto associado a condi¢ao de contorno em x = L foi

alterado. Resumindo:
Ug1 = Uy = Uy = Uz = Ugy = 1 us; =0

Esta caracteristica ¢ comum dos métodos de diferencas finitas explicito. No proximo
nivel de tempo, m = 2, somente os valores em ¢ = 5 e ¢ = 4 serao diferentes dos valores
iniciais, ou seja, para cada nivel de tempo somente um ponto adicional é afetado pela

condicao de contorno. Neste caso, os valores nestes pontos serao:
uso =0
Ugo =gy + Fo(usy — 2ugy +us1) =140.25(1—-240) =0.75
De modo que:
Ugp = Uy g = Ugo = Uzp = 1 g = 0.75 us; =0

De forma semelhante, para o préximo nivel de tempo somente os valores associados a

1 =3,1=4ei=>5serao diferentes da condicao inicial:
us3 =0

Uy3 = Ugo + Fo(uss — 2us0 + us o) = 0.75 + 0.25(1 — 2(0.75) + 0) = 0.625
ug3 = Uz + Fo(uze —2ugs + ug) =1+ 0.25(1 —2+0.75) = 0.9375
Assim:
Up3 = U3 = Ug3 = 1 uzz = 0.9375 ugz = 0.625 us; =0
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Para m = 4, obtém-se:

usq4 =0
Ugg = gz + Fo(uss — 2uss + us3) = 0.625 + 0.25(0.9375 — 2(0.625) + 0) = 0.54687
Usa = Uz + Folugs — 2uss + wgs) = 0.9375 + 0.25(1 — 2(0.9375) + 0.625) = 0.875
Uga = Uz g + Fo(ur g — 2ug 3+ uss) =1+ 0.25(1 — 2+ 0.9375) = 0.9844
Assim:

Upg = Ur 4 = 1 U4 = 0.9844 Uz, = 0.875 Uga = 0.54687 Us,1 = 0

Pode-se continuar com este procedimento até atingir o tempo final desejado.

3 Meétodo Implicito

Na formulacao implicita, a derivada espacial é avaliada no mesmo nivel de tempo onde
o ponto estd sendo avaliado. Com isso, a equacao do calor unidimensional é discretizada

COomo:

ufi,m| —uli,m —1]  (u[i —1,m] — 2u[i,m] + ufi + 1,m]
At - O‘( Aq? )

Considerando novamente a definicao do nimero de Fourier, esta expressao pode ser escrita
como:

uli,m] = uli,m — 1] + Fo(uli — 1,m] — 2u[i,m] + uli + 1,m])

Assim, o valor no ponto ird depender do valor no mesmo ponto e no tempo anterior e
dos valores vizinhos no mesmo passo de tempo, como respresentado na figura a seguir. A

formulacao implicita é automaticamente estavel para qualquer valor de Fo.

i-1,m I'm i+1,m
€
N

N
4

4




Para ilustrar a aplicacao do método implicito, sera considerado o mesmo exemplo uti-
lizado anteriormente para o método explicito, mantendo um grid com N; = 5 elementos.
Neste caso pode-se utilizar um valor de Fo maior, ja que nao existe problemas de esta-
bilidade. No entanto, serd considerado o mesmo valor F'o = 0.25 para possibilitar uma

comparacgao direta. Relembrando, a equagao governante e as condigoes associadas sao:

ou_ )
ot o2
u(L,t) =0 %M:o u(z,0)=1

A equacao discretizada é dada por:
Wi = Wign—1 + Fo(Uim1m — 2Uim + Uit1,m) = Uigm—1 + Fo(Ui—1,m + Uiy1m) — 2F0u;
Esta relagao também pode ser expressa como:
(2F0 + 1) ujm — U1 — Fouj_1 m — Foujtym =0
Novamente, para o nivel de tempo inicial, temos que a condicao inicial resulta em:
Up,p = U1,0 = Ugp = U3 = Ugp = Usp = 1
Para o proximo nivel de tempo, as condicoes de contorno resultam em:
us1 =0 Ug1 = U1
Para os pontos internos, neste caso sera obtido o seguinte sistema de equagoes:
(2F0 -+ 1)U171 — U0 — FO’U/O’l — FO’LLQJ =0 — (1.25)’1111’1 — 0.25’&271 =1

(2F0 + 1)”271 — U2,0 — FOULl - FO’LL371 =0 — (1.5)’&271 - 0.25’1111,1 - 0.25’&371 =1
(2F0 + 1)U371 — Uz, — FOU271 — F0U471 =0 — (1.5)U371 — 0.25’&271 — O.25U471 =1
(2F0 + 1)U471 — U400 — FO’U/3’1 — FO’LL571 =0 — (1.5)’1114’1 — 0.25’&371 =1

Este sistema linear pode ser expresso como:

125 —025 0 0 Uy
—025 15 —025 0 Us
0 =025 15 —025| |ug,
0 0 =025 15 | |ua,

|
e e e
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Como pode ser visto, neste caso se obtém um sistema tridiagonal que pode ser re-
solvido, por exemplo, com o uso do algoritmo de Thomas. Resolvendo este sistema,

obtém-se em conjunto com as condic¢oes de contorno:
Up,1 = U1 = 0.999 Ug1 = 0.9949 us1 = 0.9706 Ug1 = 0.8284 Us1 = 0

Neste caso, pode-se observar que a condicao de contorno em x = L afeta todos os
pontos do grid. Este resultado ¢ mais coerente com o comportamento fisico do sistema.

Avaliando para o proximo nivel de tempo (m = 2):
(2F0 + 1)U1,2 — U1 — FOUOQ — F0u2,2 =0 — 1.25’&172 — 0.25U2,2 = 0.999

(2F0—|— 1)“272 —Ug1 — FOULQ — FOU372 =0 — 1.5U2,2 — 0.25U1,2 — 0.25"&372 = 0.9949
(2F0 + 1)U372 —Us1— F0u2’2 — F0U472 =0 — 0.5’&372 — 0.25’&22 — O.25U472 = 0.9706
(2F0 + 1)’&472 — U411 — F0U372 — FOU572 =0 — 1.5’&472 — 0.25’&32 = 0.8284

Na forma matricial, este sistema resulta em:

125 025 0 0 | [ws] [0.099]
—0.25 15 =025 0 | |us| [09949
0 —025 15 —025| |ugs| |0.9706
0 0 025 15 | |w| |0.8284

Como pode ser visto, a matriz dos coeficientes nao é alterada, havendo uma mudanca

somente na parte nao-homogénea. Resolvendo o sistema, obtém-se:
Ug2 = U2 = 0.9968 U292 = 0.9842 Usz,2 = 0.929 Ug2 = 0.7071 U592 = 0

Fazendo o mesmo procedimento para o proximo nivel de tempo (m = 3), serd obtido

o sistema: ~ - ~ _
125 —025 0 0 | us| [0.9968

025 15 —025 0 | |us| |0.9842

0 —025 15 —025| |uss| |0.929

0 0 —025 15 | |ugs| [0.7071)

Resolvendo o sistemas:

Up,3 = U1,3 = 0.9912 Ug3 = 0.9686 Uus,3 = 0.8839 Ug3 = 0.6187 Us3 = 0
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Finalmente, para m = 4:

1.25 —-0.25 0 0 Up 4 -0.9912-
-0.25 1.5 —0.25 0 U4 0.9686
0 —-0.25 1.5 —0.25( |uz4 0.8839
0 0 —-0.25 1.5 | [uaa _0.6187_

Resolvendo o sistemas:
Upge = U4 = 0.9829 U4 = 0.9495 Uz, q4 = 0.8396 Ug,4 = 0.5524 Us,4 = 0

Comparando com os valores obtidos com o método explicito para o mesmo nivel de

tempo:
Upa = UL 4 = 1 U4 = 0.9844 U3 a4 = 0.875 Uga = 0.54687 Us1 = 0

Como visto, os resultados obtidos com os dois métodos estao bem proximos, com a
diferenca que o método explicito tende a provocar uma variacao mais rapida nos pontos
proximos a condi¢ao de contorno em x = L e uma variagao mais lenta nos pontos mais
internos.

De forma geral, o sistema obtido para cada nivel m sera da forma:
Aum = Um—1

onde

ﬁm = (ul,m7 u2,m7 U3,m, u4,m)
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