
Aula 11 - Método de Diferenças Finitas para EDP's

Elípti
as

Éliton Fontana

As equações elípti
as surgem 
om frequên
ia na modelagem de problemas de equilíbrio,


omo por exemplo na des
rição de transferên
ia de 
alor em sistemas bidimensionais

em estado esta
ionário. Como visto na aula anterior, as equações elípti
as possuem a


ara
terísti
a de que o domínio de dependên
ia e o domínio de in�uên
ia são iguais e

englobam todo o domínio de solução. Por isso, para 
onhe
er o valor de uma dada variável

em um ponto, deve-se 
onhe
er os valores em todos os outros pontos. Isto impli
a que

para resolver uma equação elípti
a através de métodos numéri
os, deve-se resolver todo o

domínio de solução simultaneamente. Por isso, o método das linhas não pode ser apli
ado

neste 
aso.

Dentre as EDP's elípti
as mais importantes, pode-se desta
ar as equações de Lapla
e e

de Poisson. Em um sistema bidimensional, estas equações são expressas, respe
tivamente,


omo:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y)

1 Equação de Lapla
e

Para ilustrar a apli
ação do método de diferenças �nitas para equações elípti
as, 
on-

sidere a distribuição de temperatura em um sistema 2D 
om dimensões L × W onde

três 
ontornos são mantidos em uma temperatura fria TF e a superfí
ie superior é man-

tida em uma temperatura quente TQ. Pode-se de�nir uma temperatura adimensional

u = (T − TF )/(TQ − TF ) para fa
ilitar a resolução, de modo que quando T = TF , u = 0 e

quanto T = TQ, u = 1. Um esquema deste sistema é apresentado na �gura a seguir.
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Neste 
aso, a equação que governa a distribuição de temperatura é a equação de

Lapla
e:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0


om as seguintes 
ondições de 
ontorno asso
iadas:

u(0, y) = 0 u(W, y) = 0 u(x, 0) = 0 u(x, L) = 1

Para resolver este tipo de equação, pode-se apli
ar o método de diferenças �nitas.

Anteriormente, o método foi apli
ado para a resolução de EDO's, de modo que a solução

bus
ada era função de somente uma variável independente. O domínio de solução desta

variável foi então dividido em um dado número de pontos e aproximações por diferença

�nitas foram apli
adas para obter uma representação dis
reta da derivada em 
ada um

destes pontos.

No 
aso da equação de Lapla
e, a solução bus
ada é função de duas variáveis inde-

pendentes, de modo que o domínio de solução é um plano e não uma reta. Neste 
aso,

também é ne
essário dividir o domínio em um 
onjunto de pontos, porém estes pontos

irão gerar uma matriz e não um vetor 
omo no 
aso das EDO's.

Por exemplo, 
onsidere que o domínio de solução seja dividido em Ni elementos 
om

tamanho ∆x na direção x (ou Ni + 1 pontos) e em Nj elementos 
om tamanho ∆y na

direção y (ou Nj + 1 pontos), 
omo indi
ado na �gura a seguir.

Neste 
aso, o grid numéri
o (ou malha numéri
a) possui duas dimensões, de modo que

a solução será deverá ser indi
ada 
om dois índi
es, neste 
aso u[i, j]. O índi
e i se refere

à direção x e o ínidi
e j à direção y. Por exemplo, 
onsiderando ∆x e ∆y 
onstantes, o

termo u[3, 6] se refere a aproximação da solução em x = 3∆x e y = 6∆y.
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A equação de Lapla
e possui derivadas segundas em relação a duas variáveis inde-

pendentes x e y. Neste 
aso, a aproximação por diferenças �nitas das derivadas par
ais

parte de uma expansão em séries de Taylor na direção espe
í�
a da variável independente

analisada. Por exemplo, para avaliar a derivada em relação a x, 
onsidera-se y 
onstante

e portanto o índi
e j é mantido �xo e o índi
e i é variado de a
ordo 
om o esquema

utilizado. Utilizando um esquema 
entral para a aproximação nas duas direções, temos:

∂2u

∂x2
=

u[i− 1, j]− 2u[i, j] + u[i+ 1, j]

∆x2

∂2u

∂y2
=

u[i, j − 1]− 2u[i, j] + u[i, j + 1]

∆y2

Substituindo na EDP:

u[i− 1, j]− 2u[i, j] + u[i+ 1, j]

∆x2
+

u[i, j − 1]− 2u[i, j] + u[i, j + 1]

∆y2
= 0

Multipli
ando a equação por ∆x e de�nindo α = ∆x/∆y:

u[i− 1, j]− 2u[i, j] + u[i+ 1, j] + α2(u[i, j − 1]− 2u[i, j] + u[i, j + 1]) = 0

Colo
ando os termos u[i, j] em evidên
ia:

u[i− 1, j] + u[i+ 1, j] + α2(u[i, j − 1] + u[i, j + 1])− (2 + 2α2)u[i, j] = 0

De modo que:

u[i, j] =
u[i− 1, j] + u[i+ 1, j] + α2(u[i, j − 1] + u[i, j + 1])

2(1 + α2)
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Esta expressão pode ser utilizada para determinar a solução em um dado ponto 
om

base nos valores dos pontos vizinhos. Como envolve o 
onhe
imento de pontos vizinhos

em todas as direções, esta expressão não pode ser utilizada nas fronteiras, onde algum dos

vizinhos não é de�nido. Assim pode-se utilizar a expressão anterior para qualquer valor

de i diferente de 0 ou Ni e para qualquer valor de j diferente de 0 ou Nj.

Como pode ser observado, no 
aso de um grid quadrado, 
om ∆x = ∆y, teremos que

α2 = 1, de modo que a solução no ponto [i, j] será simplismente a média aritméti
a da

solução nos seus quatro vizinhos.

Por envolver o valor da variável em um dado ponto e em seus quatro vizinhos, esta

forma de aproximação é muitas vezes 
hamada de aproximação em 5 pontos.

Uma notação muito útil para apresentar relações similares a esta pode ser 
onseguida

utilizando o 
on
eito de pontos 
ardeais. Com isso, os vizinhos a um dado ponto P são

representados 
omo pontos leste (E), oeste (W ), norte (N) e sul (S), por 
omparação


om uma projeção 
artográ�
a 
artesiana, 
omo indi
ado na �gura a seguir.

Neste esquema, o ponto [i, j] é identi�
ado 
omo ponto P , o ponto [i+1, j] 
omo ponto

E, e assim su
essivamente. A vantagem de utilizar este esquema é que pode-se asso
iar

um 
oe�
iente A 
om 
ada ponto, de modo a es
rever a equação dis
retizada 
omo:

AP (u[i, j]) + AW (u[i− 1, j]) + AE(u[i+ 1, j]) + AS(u[i, j − 1]) + AN (u[i, j + 1]) = 0

No exemplo anterior, os 
oe�
ientes asso
iados são:

AP = −(2 + 2α2) AW = AE = 1 AN = AS = α2
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A dis
retização de equações elípti
as homogêneas em um sistema bidimensional sempre

irá gerar uma relação desta forma, portanto pode-se simplismente alterar os 
oe�
ientes

A para in
luir as modi�
ações em relação a este 
aso.

1.1 Dis
retização das Condições de Contorno

Para resolver o sistema de equações lineares, 
ada ponto do grid deve possuir uma

equação linearmente independente asso
iada. A relação anterior pode ser apli
ada para

todos os pontos externos, enquanto que nas fronteiras pode-se utilizar as 
ondições de


ontorno.

Relembrando, as 
ondições de 
ontorno asso
iadas são:

u(0, y) = 0 u(W, y) = 0 u(x, 0) = 0 u(x, L) = 1

A primeira 
ondição, u(0, y) = 0, é apli
ada em x = 0, ou seja, na extremidade

esquerda do domínio de solução. Como a direção x é representa pelo ínidi
e i, a fronteira

x = 0 equivale a i = 0. Com relação a direção y, identi�
ada pelo índi
e j, a 
ondição

deve ser válida para todos os valores de j = 0 até j = Nj . Assim, pode-se espe
i�
ar esta


ondição de 
ontorno 
omo:

u(0, y) = 0 → u[0, j] = 0 j = 0 até Nj

A utilização de índi
es partindo de 0 e indo até Ni ou Nj 
ausa problema nos vérti
es

do grid, pois nestes pontos pode haver sobreposição de 
ondições de 
ontorno. Por ex-

emplo, 
onsidere a 
ondição na superfí
ie superior (y = L). Esta 
ondição estabele
e que

u(x, L) = 1. Assim, pode-se de�nir esta 
ondição na forma dis
reta 
omo:

u(x, L) = 1 → u[i, Nj] = 1 i = 0 até Ni

ou seja, �xa-se a direção y e varia-se a direção x para 
obrir todo o domínio de solução. No

entanto, no vérti
e u[0, Nj] (
anto superior esquerdo), já havia sido atribuída a 
ondição

u[0, Nj] = 0. O mesmo problema irá o
orrer em todos os vérti
es, pois representam

uma interseção entre fronteiras que podem ou não ter 
ondições distintas asso
iadas. A

pergunta óbvia que deve ser feita neste 
aso é qual 
ondição deve ser apli
ada nos vérti
es.

A resposta não tão óbvia é que não existe uma regra geral para isto. Normalmente, o

grid numéri
o possui um número elementos su�
ientemente grande para a es
olha não ter
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uma importân
ia tão signi�
ativa. Neste 
aso, será 
onsidere que nos vérti
es superiores

u = 1. Assim, a primeira 
ondição deve ser expressa 
omo:

u(0, y) = 0 → u[0, j] = 0 j = 0 até Nj − 1

e as demais 
ondições resultam em:

u(W, y) = 0 → u[Ni, j] = 0 j = 0 até Nj − 1

u(x, 0) = 0 → u[i, 0] = 0 i = 1 até Ni − 1

Na última 
ondição, foram espe
i�
ados valores a partir de i = 1 até i = Ni−1 porque

os vérti
es já haviam sido de�nidos nas demais 
ondições.

Dessa forma, todos os pontos do grid possuem uma equação algébri
a asso
iada. Re-

solvendo este sistema de equações, obtém-se uma aproximação para a solução da EDP.

1.2 Obtenção do Sistema de Equações Algébri
as

Para ilustrar este problema, 
onsidere uma malha simpli�
ada 
om Ni = Nj = 4 e 
om

igual espaçamento nas direções x e y, de modo que ∆x = ∆y e 
omo 
onsequên
ia α = 1.

Certamente um grid 
om este número de elementos não é adequado para representar um

sistema físi
o real, mas será utilizado somente para ilustrar a obtenção das equações.
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As 
ondições de�nidas anteriormente, na forma dis
retizada, foram:

fronteira esquerda u[0, j] = 0 j = 0 até Nj − 1

fronteira superior u[i, Nj] = 1 i = 0 até Ni

fronteira direita u[Ni, j] = 0 j = 0 até Nj − 1

fronteira inferior u[i, 0] = 0 i = 1 até Ni − 1

A apli
ação da 
ondição na fronteira esquerda resulta em:

u[0, 0] = u[0, 1] = u[0, 2] = u[0, 3] = 0

De forma semelhante, a apli
ação das 
ondições nas fronteiras superior, direita e inferior

resulta, respe
tivamente, em:

u[0, 4] = u[1, 4] = u[2, 4] = u[3, 4] = u[4, 4] = 1

u[4, 0] = u[4, 1] = u[4, 2] = u[4, 3] = 0

u[1, 0] = u[2, 0] = u[3, 0] = 0

Estas 
ondições de�nem os Ni×Nj = 16 pontos da fronteira. Para os pontos internos,

deve-se utilizar a equação dis
retizada obtida anteriormente:

AP (u[i, j]) + AW (u[i− 1, j]) + AE(u[i+ 1, j]) + AS(u[i, j − 1]) + AN (u[i, j + 1]) = 0

Com os 
oe�
ientes

AP = −(2 + 2α2) = −4 AW = AE = 1 AN = AS = α2 = 1

Por exemplo, para j = 1, estas equações resultam em:

APu[1, 1] + AWu[0, 1] + AEu[2, 1] + ASu[1, 0] + ANu[1, 2] = 0

APu[2, 1] + AWu[1, 1] + AEu[3, 1] + ASu[2, 0] + ANu[2, 2] = 0

APu[3, 1] + AWu[2, 1] + AEu[4, 1] + ASu[3, 0] + ANu[3, 2] = 0

Como pode ser visto, estas equações dependem também dos valores nas posições j = 0

e j = 2. Fazendo o mesmo pro
edimento para as demais linhas, irá se obter equações

semelhantes. Neste 
aso, serão 9 equações além das 
ondições de 
ontorno. Por simpli
i-

dade, as aproximações u[i, j] serão representadas por uij. Assim, 
onsiderando os valores
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dos 
oe�
ientes e as 
ondições de 
ontorno, as equações anteriores podem ser expressas


omo:

−4u11 + u21 + u12 = 0

−4u21 + u11 + u31 + u22 = 0

−4u31 + u21 + u32 = 0

De forma semelhante, para j = 2, as equações obtidas são:

−4u12 + u22 + u13 + u11 = 0

−4u22 + u12 + u32 + u23 + u21 = 0

−4u32 + u31 + u22 + u33 = 0

Finalmente, para j = 3

−4u13 + u12 + u23 = −1

−4u23 + u13 + u33 + u22 = −1

−4u33 + u23 + u32 = −1

Este sistema pode ser representado na forma matri
ial 
omo:















































−4 1 0 1 0 0 0 0 0

1 −4 1 0 1 0 0 0 0

0 1 −4 0 0 1 0 0 0

1 0 0 −4 1 0 1 0 0

0 1 0 1 −4 1 0 1 0

0 0 1 0 1 −4 0 0 1

0 0 0 1 0 0 −4 1 0

0 0 0 0 1 0 1 −4 1

0 0 0 0 0 1 0 1 −4
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Este sistema pode ser apresentado de uma forma simpli�
ada 
omo:











B I 0

I B I

0 I B





















u1

u2

u3











=











0

0

1










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onde I é a matriz identidade 3× 3 e os blo
os B são dados por:











−4 1 0

1 −4 1

0 1 −4











os vetores ux representam os pontos asso
iados 
om valores �xos de j = x.

O sistema linear formado 
om estas equações irá apresentar uma estrutura 
onhe
ida


omo tridiagonal em blo
os. A resolução deste sistema linear através de té
ni
as de elimi-

nação não 
ostuma apresentar bons resultados, pois a matriz dos 
oe�
ientes usualmente é

muito esparsa (a maioria dos elementos são nulos). Em 
ontrapartida, métodos iterativos


omo Ja
obi e Gauss-Siedel apresentam ex
elentes resultados, pois usualmente a matriz

possui a diagonal prin
ipal dominante.

Resolvendo o sistema de equações, obtém-se os seguintes valores:

u11 = u31 = 0.0714 u21 = 0.0982

u12 = u32 = 0.1875 u22 = 0.25

u13 = u33 = 0.4286 u23 = 0.5268
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