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1 Caracteristicas Gerais das EDP’s

Uma equacao diferencial parcial é uma equacao representando a relacao entre uma
funcao de duas ou mais variaveis independentes e as derivadas parciais desta funcao com
respeito a estas variaveis independentes. Nos problemas encontrados com mais frequéncia
na engenharia, as variaveis independentes sao usualmente as dimensoes espaciais x,y e z
e o tempo t.

A grande maioria das EDP’s nao possui solucao analitica, sendo necessario utilizar
algum método numérico para obter uma solugao aproximada. Dentre as poucas que
possuem solucao analitica, as mais comuns sao a equacao de Laplace bidimensional, a
equagao do calor (ou equagao da difusdo) e a equagdo da onda, dadas, respectivamente,
por:
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Dentre as caracteristicas gerais mais importantes para o estudo e classificagao das

EDP’s, pode-se destacar a ordem, linearidade e homogeneidade:

e A ordem de uma equacao diferencial é definida como a ordem da derivada de maior
ordem presente. Na maioria dos casos (quando termos difusivos sao considerados)

obtém-se equagoes de segunda ordem:;

e Uma EDP é dita linear se todas as derivadas parciais (incluindo de ordem zero, ou
seja, a propria variavel dependente) aparecem de uma forma linear e se nenhum dos

coeficientes depende da variavel dependente;



e A homogeneidade esta relacionada com a presenca de algum termo que nao esteja
multiplicado pela variavel dependente ou alguma de suas derivadas, sendo uma EDP
dita homogénea se nenhum destes termos aparecer na equacao. Na maioria dos casos,
os termo nao-homogéneos estao diretamente relacionados com termos fonte, ou seja,
aqueles que nao dependem da variavel dependente (taxas de geracao/consumo, por

exemplo).

Além destas classificagoes comuns a todas as equacoes diferenciais, as EDP’s podem
ser classificadas de acordo com como uma perturbacao ird se propagar pelo dominio de
solucao, do ponto de vista geométrico. Esta classificacao define a forma como a equagao
pode ser resolvida e quais os métodos mais adequados, sendo portanto esta classificacao
fundamental para uma analise correta do problema.

De forma geral os problemas modelados por EDP’s sao resolvidos com quatro variaveis
independentes (trés diregoes espaciais e o tempo). No entanto, a classificacao geral pode
ser analisadas considerando-se o caso de equagoes com somente duas variaveis indepen-
dentes. Além disso, sera considero que a EDP é linear. A analise de EDP’s nao-lineares é
mais complexa, porém em muitos casos os problemas podem ser modelados ou aproxima-
dos por EDP’s lineares. Nao-linearidades normalmente estao associados a dependéncia de
algum coeficiente com as variaveis dependentes. Por exemplo, a aplicagao das equacoes
de conservagao de momento para fluidos nao-newtonianos leva a EDP’s nao-lineares, pois
a relacao entre a tensao de cisalhamento e a taxa de deformacao nao é linear. De forma
semelhante, caso a condutividade térmica de um material depender da temperatura, as

equagoes de transferéncia de calor neste material serao nao-lineares.

2 Classificacao das EDP’s de 22 Ordem Lineares

De forma geral, uma EDP linear de segunda ordem contendo duas variaveis indepen-

dentes x e y com uma variavel dependente ¢ pode ser expressa como:
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os coeficientes A, B,C, D, E, F' e G podem ser funcoes das variaveis independentes x e y,

mas nao da variavel ¢.



A equacao caracteristica associada a esta EDO é da forma:
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As EDP’s sdo classificadas com base no discriminante § = B? — 4AC. As equagoes
onde § < 0,0 =0 e d > 0 sao chamadas, respectivamente de elipticas, parabdlicas e hiper-
bolicas, sendo que muitas caracteristicas fundamentais das equacoes, incluindo os métodos
numeéricos mais apropriados para resolver a equacao, estao diretamente relacionados com
esta classificacao. Observe que a natureza da equacao depende somente dos coeficientes
associados com os termos de segunda ordem, sendo que os termos de primeira e de ordem
zero nao possuem nenhuma influéncia na classificacao.

A classificacao das EDP’s como elipticas, parabolicas e hiperbolicas esta diretamente
relacionada com a presenca ou nao de caminhos caracteristicos nas equagoes. O cam-
inho caracteristico representa a dire¢ao no dominio de solucao onde a informacao é trans-
portada. Por exemplo, considere o caso onde uma determinada espécie quimica se propaga
em um meio continuo. Caso o meio for estacionario (por exemplo, um perfume difundido
em uma sala com ar estagnado), a propaga¢ao serd em todas das dire¢des, sem uma di-
recao preferencial. Neste caso, diz-se que nao existe um caminho preferencial. Porém, caso
exista um campo de velocidades (por exemplo, se um ventilador for ligado), a propagagao
ird ocorrer com maior intensidade em uma direcao, neste caso existe entao um caminho
caracteristico.

A quantidade de caminhos caracteristicos estd associado com as raizes da equacao

caracteristica, conforme a tabela a seguir.

B? —4AC Raizes da eq. caract. Caminhos caract. Classificacao

<0 Complexas 0 Eliptica
=0 Real e repetida 1 Parabolica
> () Reais e distintas 2 Hiperbolica

A presenca de caminhos caracteristicos no dominio de solugao leva ao conceito de
dominio de dependéncia e dominio de influéncia. Considere um ponto P no dominio de
solucao. O dominio de dependéncia do ponto P é definido como a regiao do dominio
de solucao que afeta o ponto P. Assim, o ponto P depende de tudo que acontece no

dominio de dependéncia. O dominio de influéncia do ponto P é definido como a regiao do



dominio de solucao que é influenciada pelo ponto P, ou seja, o ponto P afeta tudo que esté
em seu dominio de dependéncia. Caso uma perturbacao seja causada no ponto P, esta
perturbacao ira afetar tudo que estd no dominio de influéncia de P. De forma semelhante,
qualquer perturbacao no dominio de dependéncia ira afetar a solucao no ponto P.

As equagoes parabolicas e hiperbolicas possuem caminhos caracteristicos reais e, como
consequéncia, dominios de dependéncia e de influéncia especificos. As equagoes elipticas,
no entanto, nao possuem caminhos caracteristicos. Neste caso, tanto o dominio de de-
pendéncia quanto o de influéncia correspondem a todo o dominio de solucao da equacao.

Estes resultados sao ilustrados na Figura 1.
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Figure 1: Dominio de dependéncia (linhas horizontais) e de influéncia (linhas verticais)
para EDP’s (a) elipticas, (b) parabolicas e (c) hiperbolicas. y e x representam as variaveis

independentes.

Em resumo, a interpretacgao fisica da classificacao das EDP’s pode ser explicada em

termo da equacao caracteristica:

e Se raizes reais existirem (EDP’s parabolicas e hiperbolicas), caminhos preferenciais
de propagacao de informacao existem, sendo que a velocidade de propagacao ira
depender da inclinacao dos caminhos caracteristicos. Como consequéncia, dominios
de influéncia e dependéncia especificos irao existir para cada ponto no dominio
de solucao. Problemas fisicos governados por este tipo de equacao sao chamados
de problemas de propagacao e usualmente estao associados a um comportamento

transiente;

e Se as raizes da equagao caracteristica forem complexas (EDP eliptica), nao existe
um caminho preferencial de propagacao. A solug¢ao em cada ponto influencia e é

influenciada pela solucao em todos os outros pontos do dominio de solucao. Os



problemas fisicos governados por este tipo de equagao sao chamados de problemas

de equilibrio, estando associados com problemas estacionérios.

2.1 EDP’s Elipticas, § <0

As EDP’s elipticas surgem naturalmente quando o termo de derivada cruzada ¢é nulo
e A e C (coeficientes associados as derivadas de 2% ordem) sao positivos. Um exemplo de
EDP eliptica é a Equagao de Laplace mencionada anteriormente.
Considere, por exemplo, a equacao que descreve a conducao de calor em um meio
bidimensional (B =0,A=1,C = 1):
o*T  0*T
) + 0—y2 =0
Esta equacao admite solucao analitica através do método de separacao de varidveis. No
entanto, para fins de definir as caracteristicas geras associadas as equacoes elipticas, a
equacao para conducao unidimensional mantém todas as caracteristicas mais importantes

associadas e por isso serd usada como exemplo.

Considere a equacao:
o*T
ox?

Com condicoes de contorno de temperatura fixa 7'(0) = Ty e T(L) = Ty, com T, > Ty,

=0

A solucao desta equacao é da forma:

T(x)="Ty+ wx
L

Esta equacao apresenta duas caracteristicas associadas ao comportamento eliptico da
equacao:

1 - A temperatura em qualquer ponto P no dominio é influenciada pela temperatura
nas duas extremidades x =0 e x = L;

2 - Na auséncia de termos-fonte, T'(z) é limitada pelas temperaturas nas extremidades,
sendo que T'(x) nao pode ser maior que 77, nem menor que Tj.

Como esta equagao nao possui caminhos caracteristicos, os dominios de dependéncia
e de influéncia sao iguais a todo o dominio de solucao. Além disso, como a derivada nao

apresenta nenhuma descontinuidade ao longo do dominio, a distribui¢ao de temperatura

sera continua.



2.2 EDP’s Parabdlicas, 6 =0

As EDP’s parabolicas surgem quando B =0e A =0 ou C' = 0. Um exemplo classico
de EDP parabdlica é a equacao da difusdo (de calor ou massa) transiente:
orT 0T
o ot
Esta equagao ¢ uma EDP de segunda ordem em relacao a x, sendo portanto necessario

especificar duas condicoes de contorno, por exemplo:
T(0,t) =T, T(L,t) =T,

Em relagao ao tempo, a equagao é de primeira ordem, de modo que somente uma condicao

inicial precisa ser especificada, por exemplo:
T(xz,0)="1T;

Esta é uma caracteristica das EDP’s parabolicas, onde nao é necessario definir duas
condicoes para uma das varidveis, ou seja, nao é necessario definir uma condigao final
para o sistema (nao é preciso prever o futuro para resolver a EDP!).
Utilizando o método de separagao de variaveis, obtém-se a seguinte solugao para a
EDP:
o
T(x,t) =T+ Z B, sin(cz)e!

n=1
onde
2, 9
,_nm s an'm
=T i
e
2 L
B, = —/ (T; — Ty) sin(clz)dx
L J

ou seja, B, é uma funcao da condigao inicial e da direcao .

Através desta solucao, pode-se observar que:

e A temperatura nas extremidades, Ty, influencia a temperatura T'(x,t) em qualquer

ponto do dominio, da mesma forma que para as EDP’s elipticas;

e A condicao inicial T; influencia a temperatura para todos os tempos futuros. No

2

entanto, como c,,

é negativo, esta influéncia diminui com o passar do tempo. No
limite quando t — o0, esta influéncia tende a zero e a equacao passa a ter um

comportamento eliptico;



e A temperatura em qualquer ponto do dominio de solucao é limitada pelas condi¢oes

de contorno e inicial.

Com base neste exemplo, pode-se perceber que a variavel ¢ possui um comportamento
bem distinto da variavel x. As variagoes em ¢ admitem somente influéncia em uma direcao,
enquanto que as variagoes em x ocorrem em duas direcoes. Como, neste caso, t repre-
senta o tempo, este comportamento ja é esperado pelo comportamento fisico do sistema,
(o presente altera somente o futuro e nao o passado), no entanto, este comportamento é
observado em qualquer EDP parabolica, mesmo quando somente variaveis espaciais sao
consideradas. Por exemplo, no escoamento no interior de tubos (func¢do das dire¢oes radial
e axial), a diregdo axial possui um comportamento parabolico. Os métodos numéricos uti-
lizados para este tipo de equacao devem considerar este comportamento, sendo necessario

o uso de métodos de marcha no tempo (time-marching) para a resolu¢ao da equagcao.

2.3 EDP’s Hiperbolicas, § > 0

Considere o caso do escoamento unidimensional transiente de um fluido no interior de
um tubo com uma velocidade constante U > 0. O fluido é alimentado a uma temper-
atura 7Ty e, nas condi¢oes do escoamento, a transferéncia de calor por conducao pode ser
desprezada. A equacgao que descreve a variacao da temperatura ao longo do escoamento
é:

0 0
a(pCpT) + %(PCPUT) =0

com as condicoes:
T(2,0) =T, T(0,4) = Ty

Apesar de possuir some termos de primeira ordem, estd é uma equagao hiperbolica.
Para provar isto, basta diferenciar a equacao em relacao a t ou a x, onde se obtém que
os coeficientes A ou C' sao nulos e B > 0, considerando que as propriedades fisicas e a
velocidade sao positivas.

A solucao para este problema serd uma funcao descontinua da forma:

T; t <
T(x,t) =

1o t

vV
S Qs

Basicamente, esta fun¢ao representa uma descontinuidade (degrau) na solugdo que vi-

aja ao longo do dominio. Neste caso, o termo x/U funciona como um tempo caracteristico.
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Conforme o fluido é alimentado com uma temperatura Tg, leva um determinado tempo
para que este afete a temperatura em um posicao x longe da entrada, sendo este tempo
uma fungao somente da velocidade U.

Com base nesta solucao, pode-se observar as seguintes caracteristicas associadas com

as EDP’s hiperbolicas:

e A condicao de contorno especificada em x = 0 afeta somente a temperatura para

x > 0. Caso valores de x < 0 fossem avaliados, estes nao seriam afetados por Tp;

e A condicao de contorno na entrada se propaga ao longo do dominio de solu¢ao com

uma velocidade finita U,

e Qualquer variacao nas condicoes da entrada nao serao sentidas em um ponto x até

que t =z/U.

3 Meétodo das Linhas

O método das linhas é um método semi-discreto para a resolucao de EDP’s que consiste
em discretizar as varidveis espaciais e manter a variavel temporal continua, de modo a
transformar a EDP em um sistema de EDO’s que pode entao ser resolvido através dos
métodos vistos anteriormente para a resolucao de PVI's (como os métodos de Runge-
Kutta). A abordagem utilizada para a discretizacdo das variaveis espaciais usualmente é
o método de diferencas finitas, por isso o método das linhas é muitas vezes chamado de
método de diferencas finitas semi-discreto.

Este método ¢é aplicado principalmente para equagoes parabolicas, pois sua aplicacao
em equagoes elipticas origina um conjunto de PVC’s, o que por sua vez também precisam
ser resolvido por métodos de discretizacao. Quando aplicado em equacoes parabdlicas,
a variavel que possui um caminho caracteristico ¢ mantida continua enquanto as demais
sao discretizadas.

Por exemplo, considere a equagao do calor:
oT 0*T
ot~ “oa?
Para obter uma solugao particular para esta equacao, é preciso especificar duas condicoes

de contorno e uma condic¢ao inicial. Considere, por exemplo, as seguintes condigoes:
T(0,t) =1, T(L,t) =T, T(z,0) = sin(z)
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Neste caso, pode-se discretizar a derivada em relacao a direcao x. Usando um esquema,

central:
Tiv1 — 2T+ T
Az?

Substituindo esta forma discreta na EDP, obtém-se um sistema de EDQO’s para avaliar

a variacao temporal das variaveis 7T;:

ar;  «
dt  Ax?2

(Tiq — 21,4+ T51)

A aplicacao das condig¢oes de contorno vao resultar em valores especificos para a var-
iavel T; nas extremidades © = 0 e x = L que serao validos para qualquer tempo, visto que
estas condigoes sao fixas. A condi¢ao 7'(0,t) = T, vai resultar em Ty = T, enquanto que
a condi¢ao T'(L,t) = Ty vai resultar em T = T,, onde N + 1 é o niumero total de pontos
utilizados para discretizar o dominio de solucao na diregao .

Para resolver este sistema de EDO’s para os ¢ pontos, é preciso especificar condigoes
iniciais para cada valor T;. Como a variavel T; representa a temperatura na posicao z;,
o valor inicial pode ser obtido diretamente da condicao inicial especificada anteriormente

aplicada no ponto x;. A condicao inicial era da forma:
T(x,0) = sin(x)

Assim, para cada varidvel T; teremos uma condicao inicial associada da forma:
T;(0) = sin(z;)

Observe que enquanto a temperatura ¢ uma funcao da posi¢ao e do tempo (7'(z,t)), as
variaveis T; sao fungoes apenas do tempo T;(t), pois representam a temperatura em um
ponto fixo z;. A aplicacdo do método das linhas vai originar uma série de curvas (dai
o nome método das linhas), continuas em relagdo ao tempo, que representam como a
temperatura varia em cada ponto x;. A figura a seguir ilustra a forma da solucao de uma

EDP com duas varidveis independentes obtida com o método das linhas.



Para ilustrar a aplicacao do método das linhas, considere que se deseje obter a variagao
de temperatura ao longo de uma barra metilica com uma extremidade isolada e outra
mantida a uma temperatura 7T,,; e que perde calor para o meio externo por convecgao,
da mesma forma que analisado na aula anterior. Neste caso, porém, considere que se

deseje obter como a temperatura varia ao longo do tempo a partir de um estado inicial

>
~
>
~
5

2_:1 xX
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x=0 T(OXx)=Tini

e
h

A equacao que descreve a variagao na temperatura ao longo da posicao x e do tempo
t neste caso sera:
oT o*T

- - - - —
5%~ Y on ha(T —T,)

As condigoes de contorno associadas a este problema sao:

or

T(O, t) — Tez‘t % _1

=0
Além disso, a condicao inicial utilizada é da forma:

T(IL', 0) = T‘im'
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De forma geral, as condi¢oes de contorno podem ser funcao do tempo, da mesma forma
que a condicao inicial pode ser uma funcao de .

Para resolver esta equacao com o método das linhas, é preciso discretizar a equacao na
direcao espacial e manter a funcao continua no tempo. Assim, deve-se definir um dominio
discreto na direcao x. Neste caso, serd considerado o mesmo dominio discreto utilizada

anteriormente, com N + 1 = 6 pontos:

Dominio continuo:
dT

T(0) = Tt Y Tt P e K| =0
x=0 Xx=L
Dominio discreto:
L AX L AX  AX L AX . AX
° ® ® ® ® o
Xo X1 X2 X3 X4 X5
=0 1 2 3 4 5

Neste caso, a discretizagao da EDP na diregao x ird resultar um conjunto de valores
(To, T, T, T3, Ty, T5) que representam a temperatura nos pontos respectivos (xo, o1, T2, T3, T4, Ts).
Neste caso, porém, estes valores 7T; nao sao necessariamente constantes, mas sao uma
funcao do tempo.

A EDP avaliada neste exemplo envolve a derivada segunda em relacao a direcao =,
entao deve-se discretizar esta derivada. Considerando um esquema central, a derivada
segunda nos pontos x; sao dadas por:

O*T T =21+ T
ox2 (Az)?

Substituindo na EDP, obtém-se:

dT; (Ti+1 — 2T, + Try

&= By ) ~Ho(li ~ 1)

Esta equacao pode ser aplicada nos pontos ¢ = 1,2,3,4 para obter uma EDO para a
temperatura em cada um destes pontos. Para resolver este sistema de EDQO’s, é preciso
definir uma condigao inicial para cada ponto. Como a temperatura inicial é considerada

constante e igual a Tj,;, basta associar este valor com a temperatura em cada ponto:
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Para fechar o sistema de equacoes, é preciso ainda definir equacoes para Ty e Ty, que sao
obtidas através da aplicagao das condi¢oes de contorno. A condigao T'(0,t) = T,y resulta

diretamente em:

TO = Tezt

Assim, obtém-se uma equacao para a temperatura na extremidade x = 0. Na extremidade
xr = L, a condicao é de derivada nula. Como visto anteriormente, neste caso pode-se
aplicar um esquema de discretizacao para tras, de onde se obtém que T5 = T;. Com estas
duas condicoes extras, o sistema de EDO’s pode ser resolvido.

De forma resumida, as equacoes para os 6 pontos sao:

To = Tea
% - (T2 _(gl)j TO) KT —Ty) Ty(0) = Ty
% . (%) Wa(Ty—T,) T1(0) = Thns
% —a (%) —hWa(Ts —T,) T11(0) = Tipi
Ty =T,

As equacoes para ¢ = 1,2,3,4 formam um sistema de PVI’s que pode ser resolvido
por algum dos métodos vistos anteriormente para a resolucao de PVI’s, como os métodos
de Runge-Kutta.

Considere, por exemplo, novamente que um caso onde L = lem (Az = 0.2cm),
T.ot = 100°C, T, = 25°C e ' = 0.1em™2 Além disso, considere que o = 0.01cm?/s
e T;,; = 25°C. Neste caso, a barra metélica esta inicialmente na mesma temperatura
que o ambiente externo. Em um dado instante, a temperatura na extremidade xr = 0 é
aumentada para 100°C.

Resolvendo o sistema de equagoes utilizando Runge-Kutta de quarta ordem, obtém-se

as curvas apresentadas na figura a seguir.
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Pode-se observar que para altos valores de tempo as temperaturas tendem a um valor
especifico, ou seja, tendem para um valor estacionario. Estes valores correspondem ex-
atamente aos obtidos na aula anterior para a resolucao do caso onde o comportamento

transiente foi desprezado.
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