Aula 09 - Métodos Numeéricos para Problemas de

Valor de Contorno

Eliton Fontana

Equacoes diferenciais de ordem maior que um podem gerar problemas de valor inicial
(PVI) ou problemas de valor de contorno (PVC), dependendo da forma como as condi¢oes

conhecidas sao especificadas. Por exemplo, considere a EDO:

Y+ p(x)y + q(x)y = g(z)

Até o momento, foram analisados principalmente casos onde condigoes iniciais conhecidas

sao especificadas da forma:

y(zo) = vo Y (z0) = g

originando desta forma um PVI. Para a resolu¢ao numérica de PVI’s, pode-se partir da
condicao inicial e ir avancando até um tempo final arbitrério.

Em muitos casos, os problemas envolvem condigoes conhecidas em pontos diferentes,
sendo estas chamadas de condicoes de contorno, podendo ser expressas, por exemplo,

como:
y(a) = yo y(B) =0

De forma geral, os PVC’s envolvem uma coordenada espacial como varidvel independente.
Assim, a resolucao de um PV(C’s consiste em buscar uma solucao que satisfaz a equacao
diferencial no intervalo o < x < 8 juntamente com as condi¢oes de contorno especificadas.
Isto implica que existem duas condicoes, em pontos diferentes do dominio de solucao, que
deve ser simultaneamente satisfeitas. Por isso, os métodos de marcha (como os de Runge-

Kutta) ndo podem ser empregados neste caso.



1 Estratégias de Solucao de PV(C’s

Os métodos para resolver problemas de valor de contorno se dividem em duas cate-
gorias: os baseados em transformar o PVC em um PVI e os baseados em discretizar a
equagao utilizando métodos de diferencas finitas.

Os métodos que transformacao PVC’s e PVI’s consistem basicamente em utilizar uma
das condi¢oes de contorno como condigao inicial e assumir (chutar) diferentes valores
para uma segunda condi¢ao inicial de modo que o resultado obtido satisfaca a segunda
condicao de contorno. Por exemplo, considere a seguinte equagao utilizada para descrever
a variagao na temperatura em uma barra que perde calor para o ambiente por conveccao,

como apresentado na figura a seguir.
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Considerando que a barra seja muito fina, com raio muito menor que o comprimento,
pode-se assumir que a equagao que descreve a variagao na temperatura ao longo de x
pode ser expressa como:

2
d—T+h’(Ta—T):0
dx?
onde h' é um coeficiente de troca térmica e T, é a temperatura ambiente.

As condigoes de contorno corresponde a temperatura fixas nas extremidades, em x = 0

e x = L, de modo que:

T(0) =T, T(L) =T,

Para transforma a equacao em um PVI equivalente, primeiramente é preciso aplicar o

método de reducao de ordem. Escrevendo o PVI como:

dx
dz ,
%—i‘h(Ta—T):O Z(O):ZO



O valor de zp nao é conhecido, pois o valor da derivada de T em x = 0 nao foi
especificado. O método utilizado neste caso consiste em assumir diferentes valores para
zp até que a condicao T(L) = T, seja satisfeita. Para equagao lineares, este método
funciona razoavelmente bem, pois pode-se interpolar os valores para T'(L) obtidos para
diferentes valores de 2, para encontrar o valor de 2z, que corresponde a solucao correta
do problema. No entanto, de modo geral este método é pouco utilizado, em particular
porque os métodos baseados em aproximagoes por diferencas finitas costumam ser mais

eficientes, como ser apresentado a seguir.

2 Aproximacoes por Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas é um método de discretizacao de equacoes difer-
enciais. Isto significa que ele transforma uma funcao continua em uma representagao
discreta (pontos). Por exemplo, considere uma funcao f(z) = 2z definida em um in-
tervalo entre 0 e 1. Esta funcao pode ser representada de forma discreta como, por
exemplo, f[z] = [0,0.4,0.8,1.2,1.6,2], assumindo um espagamento entre os pontos de
0.2, ou seja, esta representacao estd relacionada como um dominio discreto da forma
x =10,0.2,0.4,0.6,0.8, 1].

As solugoes obtidas com a aplicacao do método de diferencas finitas sempre serao
discretas. Caso for necessario obter os valores para algum valor de x que nao corresponda
exatamente aos pontos do dominio, pode-se interpolar os valores.

A primeira etapa da aplicacao do método de diferencas finitas consiste exatamente em
definir o dominio discreto onde a solucao serd buscada. Por exemplo, considere o caso
apresentado anteriormente para a distribuicao de calor em uma barra estacionaria. A
regiao onde se deseja obter a distribuicao de temperatura é no intervalo de x = 0 até
x = L. Este intervalo corresponde ao dominio de solu¢ao da equacao diferencial. No
entanto, ele estd em uma forma continua e nao discreta. Para discretizar o dominio, deve-
se dividi-lo em um determinado ntimero de pontos. Por exemplo, considere que L =1 e
que se deseja dividir o dominio em pontos com espacamento Az = 0.1, ou seja, deseja-
se dividir o dominio em 10 elementos de igual tamanho. Quanto mais elementos forem
utilizados, maior serd a precisao do método, porém o gasto computacional também ira

aumentar.



O dominio discreto serd entao:
x =10,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9.1]

Como pode ser visto, este conjunto contém 11 pontos. De maneira geral, o nimero de
pontos sempre serd igual ao numero de elementos em que o dominio ¢ dividido mais 1.

Este vetor pode ser representado de uma forma mais simples como:
xli] = iAx i=0,1,2,...10

Na resolugao de PVI’s, nao é necessario inicialmente definir o dominio de solucao, pois
pode-se continuar avancando por quantos passos forem necessarios, partindo de um valor
inicial. No entanto, para o caso de PV(C’s, o dominio de solucao é fechado e deve ser
considerado como um todo. Dependendo da formulagao utilizada, pode até mesmo ser
necessario obter os valores para todos os pontos ao mesmo tempo.

A estratégia do método de diferencas fintas consiste em buscar equacgoes algébricas
que aproximem a solucao em cada ponto i. Para isso, as derivadas sao aproximadas como
relacoes algébricas envolvendo a solucao em diferentes valores de i. Esta aproximacao
pode ser realizada de diferentes formas, dependendo da precisao desejada e da natureza
do problema e das condi¢oes de contorno. Porém, a origem destas aproximagoes sempre
é uma aproximagcao em série de Taylor em torno de cada ponto ¢, como sera discutido a

seguir.

2.1 Aproximagao da Derivada Primeira

Para apresentar o processo de discretizacao da derivada de uma fung¢ao continua y(x)
em um intervalo 0 < x < L, serd considerado um dominio discreto como o apresentado
na figura a seguir, onde o dominio fisico continuo (regido entre 0 e L) é dividido em
N + 1 pontos. Lembrando novamente, o objetivo do método de diferencas finitas é obter

aproximagoes para o valor da func¢ao y(x) em cada um destes N + 1 pontos.
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Esta representacao discreta do dominio de solugao ¢ normalmente chamada de grid

numérico ou malha numérica.



Como visto em aulas anteriores, a expansao em série de Taylor pode ser utilizada
para avaliar o valor de uma fungao em um dado ponto com base no valor conhecido em
outro ponto. Dependendo da forma como a aproximacao é realizada, obtém-se diferentes

formulagoes para o método de diferencas finitas, como sera apresentado a seguir.

2.1.1 Aproximacao para Frente (Foward)

Considere que se deseja aproximar o valor em x;,; com base no valor em z;, ou seja,
deseja-se aproximar y(x;11) = y;+1 com base em y(z;) = y;.
A expansao em série de Taylor neste caso pode ser expressa como:

d ZT; — T; 2d2 ZT; — T 3d3
y +( +1— )" dy +( +1— %) dy

—= — — o (1
dl’ r=x; 2' d!L’2 r=x; 3' dll'g r=x; + ( )

Yigr = Yi + (Tig1 — ;)

Considerendo novamente que (x;41 — ;) seja relativamente pequeno, os termos de alta
proporcionais a (w41 — ;)% (41 — 2;)%, ... podem ser desprezados. Assim, a derivada
primeira da fun¢ao y(z) no ponto x; pode ser aproximada como:

dy
dx

_ YT Y
T=x; Tiv1 — &4

Definindo Ax = x;,1 — x;, a expressao pode ser dada por:

dy

ay _ Yi+1 — Yi
dx

r=x; AZL’

Esta expressao é conhecida como aprozimagao por diferencas finitas para frente (ou
método de diferencas finitas para frente), pois utiliza o valor da funcao em um ponto
a frente x; | para estimar o valor da derivada em um ponto anterior x;. Fazendo o limite

de Az tendendo a zero:
@ — lim Yi+1 — Yi
dxle=z; Az—0 Az

obtém-se a propria definicao da derivada em um ponto. Portanto, esta formulacao é
consistente.

Como pode ser visto, este método é equivalente ao método de Euler explicito, sendo
que a diferenca ¢ que no método de Euler deseja-se aproximar o valor da funcao em
diferentes pontos com base no conhecimento da derivada dy/dt = f(t,y) e no método de
diferengas finitas deseja-se aproximar o valor da derivada com base no valor em diferentes

pontos. Nos dois casos, porém, ocorre uma linearizacao da funcao em torno de um ponto.



Na aproximagao da derivada, foram desprezados os termos O(x;41 — x;)?, assim, o erro
de truncamento local do método de diferengas para frente ¢ da ordem de O(Az?). De
forma semelhante ao apresentado para o método de Euler, pode-se mostrar que quando
aplicado para avaliar N pontos, o erro associado serd da ordem de O(x;41 — ;) = O(Ax),

ou seja, a aproximacao por diferencas para frente ¢ um método de primeira ordem.

2.1.2 Aproximacao para Tras (Backward)

De forma semelhante ao realizado para obter a derivada em x; com base na expansao
para obter y;.1, pode-se realizar uma expansao para obter a funcao em x;_1:

(Iz‘—l - fL’i)2 d2_y
r=x; 2' dl’z

(zic1 — 2;)* Ay

dy
r=x; 3' dl’g

Vi1 =i + (21 — Ii)dx

T=x;

Considerando que o espacamento entre os pontos é constante, temos novamente que

Ar =x; — x;_1 = —(x;—1 — x;), assim:
dy (Az)* d%y (Az)* &y
Yi-1 Y ( x) d!L’ r=x; 2' dl’2 r=x; 3' dll'g r=x; + ( )

Novamente, desprezando os termos de ordem maior ou igual a 2, obtém-se:

dy
dx

_ Yi — Yi—1
r=x; AZL’

esta aproximagao é conhecida como aprozimacgao por diferencas finitas para trds (ou
método de diferengas finitas para tras), e também representa uma aproximacao de primeira
ordem para a derivada em um dado ponto z;.

A utilizacao dos métodos para tras ou para frente é, a principio, equivalente. A tdnica
restrigao ocorre nos pontos extremos do dominio. Por exemplo, no ponto zy nao pode
ser aplicado o método para tras pois nao existe um ponto anterior a este. De forma
semelhante, no ponto xy a formulacao para frente nao pode ser utilizada, pois de maneira

equivalente nao existe nenhum ponto apos este para ser utilizado de base.

2.1.3 Aproximagao Central

De forma geral, a utilizacao de métodos de primeira ordem para a discretizacao de
todos os pontos do dominio nao costuma apresentar bons resultados, especialmente nos
casos envolvendo gradientes aproximadamente simétricos em relagao a diregao x, como

por exemplo problemas envolvendo conducao de calor ou difusao de massa.



Uma aproximagao de segunda ordem pode ser obtida fazendo a expansao para y;.q

(Eq. 1) menos a expansao para y;_1 (Eq. 2). Com isso, obtém-se:

dy Q(Alﬁ)g d3y
i — Yi—1 = 2A — 7.3
Yir1 = Vi1 R 3 dadle=a,

+ ...

Desprezando agora os termos da ordem de O(Az)?, pode-se obter a seguinte expressao
para uma aproximacao da derivada primeira em z;:

@ Y1 — Y

dele=z;,  2Az
Esta expressao é conhecida como aprozimagao pode diferengas finitas central (ou método
de diferencas finitas central). Neste caso, o erro de truncamento local é da ordem de
O(Az)3, de modo que o erro global sera da ordem de O(Ax)?. Assim, esta aproximagao
é de segunda ordem.

Existem aproximacoes de ordem superior, porém a aproximacao central é a mais em-
pregada, sendo adequada para a maioria dos casos. Novamente, dever-se observar que esta
aproximacao nao pode ser aplicada nos pontos extremos do sistema. A melhor estratégia
para a discretizacao da equacao é utilizar o método central para os pontos internos, o
método para frente no ponto zy e o método para tras no ponto xy.

Uma comparacao geométrica dos trés esquemas de discretizacao é apresentada na

figura a seguir.

Exact Backward
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2.2 Aproximagao da Derivada Segunda

O método de diferencas finitas pode ser aplicado também para a discretizacao de
derivadas de maior ordem. As aproximagcoes para a derivada segunda sao obtidas con-
siderando a defini¢ao da derivada em um ponto. Da mesma forma que a derivada primeira
pode ser aproximada em termos da variacao da fungao em dois pontos, a derivada segunda
pode ser aproximada em termos da variagao na derivada primeira em dois pontos. Por

exemplo, utilizando um esquema para frente:

dy dy
d2_y . dl’ T=Ti41 d!L’ r=x;
dx? r=zx; Tivr1 — T;

onde a derivada avaliada no ponto z;,1, utilizando novamente um esquema para frente, é

obtida de forma equivalente a derivada no ponto x; como:

dy
dx

_ Yiv2 — Yip1

T=Tiy1 Tito — Ti41
Considerando que os pontos sejam igualmente espagados (grid igualmente espacado),
pode-se juntar as expressoes para de derivada em x;;; e a expressao para a derivada

em x;, obtém-se a seguinte expressao para a derivada segunda em z;:

d*y Vi — 2Yiv1 + Yiv2

@ r=x; N (Alﬁ)z

Esta expressao representa o esquema para frente aplicado a derivada segunda. Como
ele se baseia em esquemas de primeira ordem, também é uma aproximagao de primeira
ordem.

Fazendo um procedimento semelhante utilizando o esquema para tras, obtém-se:

d*y Yi — 21+ Yio

@ r=x; - (Al’)z

sendo este o esquema para tras aplicado para a derivada segunda, sendo também um
método de primeira ordem.

Utilizando o esquema central, obtém-se a seguinte aproximagao:

@ _ Y — 2y + Yima
dl’z r=x; (Al’)z

sendo esta uma aproximacao de segunda ordem. Novamente, a estratégia que normal-
mente resulta em um melhor resultado é utilizar o esquema central para os pontos in-
ternos e os esquemas para frente e para tras para o primeiro e para o ultimo ponto,

respectivamente.



2.3 Discretizacao das Condicoes de Contorno

Além da equacao diferencial envolvendo a derivada da func¢ao, a resolucao de Prob-
lemas de Valor de Contorno necessita que determinadas condicoes de contorno também
sejam em determinados pontos do dominio.

Para o caso de condicoes que consistem em definir o valor da fung¢ao em um dado ponto,
basta atribuir este valor para a funcao discretizada no ponto. Por exemplo, considere o
exemplo anterior de transferéncia de calor em uma barra, onde a temperatura nas duas
extremidades era conhecida: T'=T) em x = 0e T =T, em x = L. Considerando que
xo corresponde ao ponto inicial x = 0 e z corresponde ao ponto x = L, as condicoes de

contorno sao implementadas definindo:
Ty=T, Ty =15

Em muitos casos, a condicao de contorno envolve a propria derivada de funcao em
algum ponto. Por exemplo, considere que no exemplo da transferéncia de calor na barra
metalica, a extremidade x = L fosse mantida isolada termicamente. Neste caso, a condicao

de contorno é expressa como:

drT

— =0

dx lz=L
Neste caso, ¢ necessario discretizar a condicao de contorno para transforma-la numa re-
lacao algébrica. Como este ponto corresponde ao ultimo ponto do dominio, os esquemas
para frente e central nao pode ser utilizados, pois iriam depender de um ponto yyi1 que
esta fora do dominio de solucao. Assim, é necessario utilizar o esquema para tras, de
modo que a condicao pode ser discretizada como:

dT| Ty —Tn

—_ = =0 — TN = TN—l
dx la=L IN — TN-1

ou seja, a condicao de derivada nula na posicao z = L implica que a variavel em no ponto

xn € igual a varidvel no ponto anterior (xy_1).

2.4 Discretizacao de PVC’s utilizando Diferencas Finitas

A partir das expressoes obtidas para aproximar a derivada em um ponto através de
expressoes algébricas, pode-se transformar um problema de valor de contorno em um

conjunto de equagoes algébricas, sendo que para cada ponto do dominio discreto seréd



atribuida uma equacao. Esta ¢ uma caracteristica importante dos métodos de diferencas
finitas: para que a resolucao seja possivel, deve-se atribuir uma equagao para cada ponto
do dominio discreto.

Considere novamente a equacao utilizada anteriormente para modelar a transferéncia

de calor em um barra metéalica:

d*T
— +M(T,-T)=0

dz?

Para ilustrar os diferentes tipos de condicao de contorno, considere agora que na fronteira
xr = 0 a barra seja mantida a uma temperatura 7' = T,,; e na extremidade xr = L a barra

esteja isolada, de modo que as condicoes de contorno neste caso serao:

dr
T(0) = Top el B 0

onde T,.;, b/, T, e L sao constantes. Para discretizar a equacao, deve-se primeiramente
definir o grid numeérico, ou seja, deve-se definir em quantos pontos o dominio de solucao
continuo serd dividido e como estes pontos estao distribuidos. Neste caso, serd assumido
que o numero de pontos serda N 4+ 1 = 6 e, por simplicidade, sera considerado que os
pontos estao igualmente espacados, portanto o dominio discreto serd um conjunto de 6

pontos igualmente espacados, como ilustrado na figura a seguir.

Dominio continuo:

dT
T(0) = Tt Y Tt P e K| =0
x=0 Xx=L
Dominio discreto:
AX , AX | AX . AX , AX
° ® ® ® ® o
Xo X1 X2 X3 X4 X5
=0 1 2 3 4 5

Como pode ser observado, quando 6 pontos sao utilizados, o dominio continuo é divi-
dido em 5 subdominios com tamanho Ax, ou seja, Ax = L/5.

O objetivo do método de diferencas finitas é obter uma aproximacao para a temper-
atura em cada um dos pontos x;, ou seja, deve encontrar 6 valores Ty, 11,15, 15,1, e

Ts. Para isso, é necessario que cada ponto possua uma equacao algébrica associada. O

10



primeiro passo para a resolucao é discretizar a equacao. Neste caso, a equagao possui So-
mente uma derivada segunda que deve ser discretizada. Para isso, sera utilizar o esquema

de diferencas central:
d°T T 2T+ Ty
dz? Ax?

Além da derivada segunda, a equagao também envolve o termo h'(T, — T'). Como

h' e T, sao constantes, basta utilizar os seus valores na equacao discretizada. Como a
expressao anterior é utilizara para avaliar a derivada segunda no ponto z;, a temperatura
T deve ser substituida pela sua equivalente discreta T;. Assim, a equacao discretizada

sera:
Tion— 2T+ T
Az?

Multiplicando por Az? e agrupando os termos:

FH(T,—T) =0

Tipr + Ty — (2 4+ W AT, + Ax*W'T, = 0

ou ainda:

(2+ WAL — Ty — Tioy = A2?R'T,

Esta relacao pode ser utilizada para obter equagoes para a temperatura em todos os
pontos internos, ou seja, para todos os pontos exceto xy e 5. Assim, para o ponto x

temos que:

(24 W AT, — Ty — Ty = Ax*W'T,

De forma semelhante, para o ponto xs:

(24 P ATy — T — Ty = Ax*W'T,
e para 0s pontos T3 e T4:

(24P ATy — Ty — Ty = Ax*W'T,

(2+HWAXT), — Ts — Ty = Ax*W'T,

Para estes pontos xg e x5, deve-se utilizar as condi¢oes de contorno. Considerando a

primeira condigao 7'(0) = T, isto resulta em:

TO = Tezt

11



A segunda condicao de contorno é dada em termos de derivada nula. Neste caso, é
preciso discretizar a condicao. Como comentado anteriormente, neste caso somente uma
aproximacao para tras pode ser utilizada, de modo que:
dr 15— Ty
—

%m:LIO Az

=0 — T5—T,=0

Isto forma um conjunto de 6 equacoes lineares que podem ser utilizadas para a obtencao

das 6 variaveis Tg, T, Ts, . . . Na forma matricial, estas equagoes podem ser expressas como:
[ 1 0 0 0 0 ol [n] | 7w |
-1 (2+ W Ax?) -1 0 0 0 Ty Ax?h'T,
0 -1 (2 + h'Az?) —1 0 0| [Ta]| |A2*N'T,
0 0 . (2 + W' Az?) . ol || |acwT,
0 0 0 —1 2+ HWAZ?) —1| |Ty Ax?h'T,
I 0 0 0 0 —1 1 | _T5_ I 0 |

Assim, obtém-se um sistema linear tridiagonal que pode ser resolvido para obter a
temperatura em cada um dos pontos do dominio discreto. Para ilustrar, considere um
caso onde L = 1cem (de modo que Az = L/5 = 0.2cm), Topy = 100°C, T, = 25°C e

h' = 0.1em™2. Com isso, o sistema linear pode ser avaliado como:

(1 0 o o o ol[n] [0
12004 -1 0 0 o0||n 0.1
0 -1 2004 -1 0 0|7 o1
0 0 -1 2004 -1 ol || o1
0 0 0 -1 2004 —1||Ty 0.1
o 0o 0o 0o -1 1]|B] |0

Para resolver este sistema linear, pode-se utilizar o algoritmo de Thomas (TDMA),
como visto em aulas anteriores. Relembrando, este método ird transforma a matriz dos
coeficientes em uma matriz triangular superior. Os elementos abaixo da diagonal principal
serao zerados e os acima da diagonal principal nao serao afetados. Os elementos da

diagonal principal (a partir da linha 2) sao reavaliados como:
aé,i = Qi — (ai,i—l/ai—l,i—l)ai—l,i
De forma semelhante, os termos do lado direito sao reavaliados como:
b; =b; — (am‘—l/az’—l,z’—l)bi—l
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Assim, o sistema pode ser reescrito como:

1 0 0o 0 0 o |[m| [ 100
0 2004 -1 0 0 0o | |n 100.1
0 0 1505 -1 0 0 | |m| |50.0501
0 0 0 133955 -1 0 | |1| | 8335
0o 0 0o 0o 12575 -1 ||m| |25.0008
o 0o 0 0 0 0204750] |73 |108814

Resolvendo o sistema, obtém-se:

T[0] = T, = 100°C
T[0.2] = T} = 98.83°C
T[0.4] = Ty = 97.96°C
T[0.6] = Ty = 97.38°C
T[0.8] = T, = 97.09°C

T[1] = Ty = 97.09°C

Para comparagao, a solugao exata em cada um destes pontos é:

T[0] =T, = 100°C
T[0.2] =T, = 98.697°C
T[0.4] =T, = 97.689°C
T[0.6] =T5 = 96.97°C
T[0.8] =Ty = 96.54°C
T[] =Ts =964°C
Na figura a seguir é apresenta uma comparagao entre a solugao exata (linha) e a solugao
aproximada obtida com o método de diferencas finitas (pontos). Pode-se observar que o

desvio é relativamente alto, sendo que um resultado melhor pode ser obtido aumentado-se

o nimero de pontos.
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Neste exemplo, a resolu¢ao do problema envolveu um sistema linear tridiagonal. Quando
o método de diferencas finitas é aplicado a um PVC linear, este sempre serd o caso.
Quando aplicado em equacoes nao-lineares, o sistema de equacoes algébricas obtido tam-
bém sera nao-linear e devera ser resolvido com métodos adequados (método de Newton,

por exemplo).
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