
Aula 09 - Métodos Numéri
os para Problemas de

Valor de Contorno

Éliton Fontana

Equações diferen
iais de ordem maior que um podem gerar problemas de valor ini
ial

(PVI) ou problemas de valor de 
ontorno (PVC), dependendo da forma 
omo as 
ondições


onhe
idas são espe
i�
adas. Por exemplo, 
onsidere a EDO:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g(x)

Até o momento, foram analisados prin
ipalmente 
asos onde 
ondições ini
iais 
onhe
idas

são espe
i�
adas da forma:

y(x0) = y0 y′(x0) = y′0

originando desta forma um PVI. Para a resolução numéri
a de PVI's, pode-se partir da


ondição ini
ial e ir avançando até um tempo �nal arbitrário.

Em muitos 
asos, os problemas envolvem 
ondições 
onhe
idas em pontos diferentes,

sendo estas 
hamadas de 
ondições de 
ontorno, podendo ser expressas, por exemplo,


omo:

y(α) = y0 y(β) = y1

De forma geral, os PVC's envolvem uma 
oordenada espa
ial 
omo variável independente.

Assim, a resolução de um PVC's 
onsiste em bus
ar uma solução que satisfaz a equação

diferen
ial no intervalo α < x < β juntamente 
om as 
ondições de 
ontorno espe
i�
adas.

Isto impli
a que existem duas 
ondições, em pontos diferentes do domínio de solução, que

deve ser simultaneamente satisfeitas. Por isso, os métodos de mar
ha (
omo os de Runge-

Kutta) não podem ser empregados neste 
aso.
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1 Estratégias de Solução de PVC's

Os métodos para resolver problemas de valor de 
ontorno se dividem em duas 
ate-

gorias: os baseados em transformar o PVC em um PVI e os baseados em dis
retizar a

equação utilizando métodos de diferenças �nitas.

Os métodos que transformação PVC's e PVI's 
onsistem basi
amente em utilizar uma

das 
ondições de 
ontorno 
omo 
ondição ini
ial e assumir (
hutar) diferentes valores

para uma segunda 
ondição ini
ial de modo que o resultado obtido satisfaça a segunda


ondição de 
ontorno. Por exemplo, 
onsidere a seguinte equação utilizada para des
rever

a variação na temperatura em uma barra que perde 
alor para o ambiente por 
onve
ção,


omo apresentado na �gura a seguir.

Considerando que a barra seja muito �na, 
om raio muito menor que o 
omprimento,

pode-se assumir que a equação que des
reve a variação na temperatura ao longo de x

pode ser expressa 
omo:

d2T

dx2
+ h′(Ta − T ) = 0

onde h′
é um 
oe�
iente de tro
a térmi
a e Ta é a temperatura ambiente.

As 
ondições de 
ontorno 
orresponde a temperatura �xas nas extremidades, em x = 0

e x = L, de modo que:

T (0) = T1 T (L) = T2

Para transforma a equação em um PVI equivalente, primeiramente é pre
iso apli
ar o

método de redução de ordem. Es
revendo o PVI 
omo:

dT

dx
= z T (0) = T1

dz

dx
+ h′(Ta − T ) = 0 z(0) = z0
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O valor de z0 não é 
onhe
ido, pois o valor da derivada de T em x = 0 não foi

espe
i�
ado. O método utilizado neste 
aso 
onsiste em assumir diferentes valores para

z0 até que a 
ondição T (L) = T2 seja satisfeita. Para equação lineares, este método

fun
iona razoavelmente bem, pois pode-se interpolar os valores para T (L) obtidos para

diferentes valores de z0 para en
ontrar o valor de z0 que 
orresponde a solução 
orreta

do problema. No entanto, de modo geral este método é pou
o utilizado, em parti
ular

porque os métodos baseados em aproximações por diferenças �nitas 
ostumam ser mais

e�
ientes, 
omo ser apresentado a seguir.

2 Aproximações por Diferenças Finitas

O método de diferenças �nitas é um método de dis
retização de equações difer-

en
iais. Isto signi�
a que ele transforma uma função 
ontínua em uma representação

dis
reta (pontos). Por exemplo, 
onsidere uma função f(x) = 2x de�nida em um in-

tervalo entre 0 e 1. Esta função pode ser representada de forma dis
reta 
omo, por

exemplo, f [x] = [0, 0.4, 0.8, 1.2, 1.6, 2], assumindo um espaçamento entre os pontos de

0.2, ou seja, esta representação está rela
ionada 
omo um domínio dis
reto da forma

x = [0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1].

As soluções obtidas 
om a apli
ação do método de diferenças �nitas sempre serão

dis
retas. Caso for ne
essário obter os valores para algum valor de x que não 
orresponda

exatamente aos pontos do domínio, pode-se interpolar os valores.

A primeira etapa da apli
ação do método de diferenças �nitas 
onsiste exatamente em

de�nir o domínio dis
reto onde a solução será bus
ada. Por exemplo, 
onsidere o 
aso

apresentado anteriormente para a distribuição de 
alor em uma barra esta
ionária. A

região onde se deseja obter a distribuição de temperatura é no intervalo de x = 0 até

x = L. Este intervalo 
orresponde ao domínio de solução da equação diferen
ial. No

entanto, ele está em uma forma 
ontínua e não dis
reta. Para dis
retizar o domínio, deve-

se dividi-lo em um determinado número de pontos. Por exemplo, 
onsidere que L = 1 e

que se deseja dividir o domínio em pontos 
om espaçamento ∆x = 0.1, ou seja, deseja-

se dividir o domínio em 10 elementos de igual tamanho. Quanto mais elementos forem

utilizados, maior será a pre
isão do método, porém o gasto 
omputa
ional também irá

aumentar.
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O domínio dis
reto será então:

x = [0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.1]

Como pode ser visto, este 
onjunto 
ontém 11 pontos. De maneira geral, o número de

pontos sempre será igual ao número de elementos em que o domínio é dividido mais 1.

Este vetor pode ser representado de uma forma mais simples 
omo:

x[i] = i∆x i = 0, 1, 2, . . . 10

Na resolução de PVI's, não é ne
essário ini
ialmente de�nir o domínio de solução, pois

pode-se 
ontinuar avançando por quantos passos forem ne
essários, partindo de um valor

ini
ial. No entanto, para o 
aso de PVC's, o domínio de solução é fe
hado e deve ser


onsiderado 
omo um todo. Dependendo da formulação utilizada, pode até mesmo ser

ne
essário obter os valores para todos os pontos ao mesmo tempo.

A estratégia do método de diferenças �ntas 
onsiste em bus
ar equações algébri
as

que aproximem a solução em 
ada ponto i. Para isso, as derivadas são aproximadas 
omo

relações algébri
as envolvendo a solução em diferentes valores de i. Esta aproximação

pode ser realizada de diferentes formas, dependendo da pre
isão desejada e da natureza

do problema e das 
ondições de 
ontorno. Porém, a origem destas aproximações sempre

é uma aproximação em série de Taylor em torno de 
ada ponto i, 
omo será dis
utido a

seguir.

2.1 Aproximação da Derivada Primeira

Para apresentar o pro
esso de dis
retização da derivada de uma função 
ontínua y(x)

em um intervalo 0 ≤ x ≤ L, será 
onsiderado um domínio dis
reto 
omo o apresentado

na �gura a seguir, onde o domínio físi
o 
ontínuo (região entre 0 e L) é dividido em

N + 1 pontos. Lembrando novamente, o objetivo do método de diferenças �nitas é obter

aproximações para o valor da função y(x) em 
ada um destes N + 1 pontos.

Esta representação dis
reta do domínio de solução é normalmente 
hamada de grid

numéri
o ou malha numéri
a.
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Como visto em aulas anteriores, a expansão em série de Taylor pode ser utilizada

para avaliar o valor de uma função em um dado ponto 
om base no valor 
onhe
ido em

outro ponto. Dependendo da forma 
omo a aproximação é realizada, obtém-se diferentes

formulações para o método de diferenças �nitas, 
omo será apresentado a seguir.

2.1.1 Aproximação para Frente (Foward)

Considere que se deseja aproximar o valor em xi+1 
om base no valor em xi, ou seja,

deseja-se aproximar y(xi+1) = yi+1 
om base em y(xi) = yi.

A expansão em série de Taylor neste 
aso pode ser expressa 
omo:

yi+1 = yi + (xi+1 − xi)
dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

+
(xi+1 − xi)

2

2!

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

+
(xi+1 − xi)

3

3!

d3y

dx3

∣

∣

∣

x=xi

+ . . . (1)

Considerendo novamente que (xi+1−xi) seja relativamente pequeno, os termos de alta

propor
ionais a (xi+1 − xi)
2, (xi+1 − xi)

3, . . . podem ser desprezados. Assim, a derivada

primeira da função y(x) no ponto xi pode ser aproximada 
omo:

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

=
yi+1 − yi
xi+1 − xi

De�nindo ∆x = xi+1 − xi, a expressão pode ser dada por:

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

=
yi+1 − yi

∆x

Esta expressão é 
onhe
ida 
omo aproximação por diferenças �nitas para frente (ou

método de diferenças �nitas para frente), pois utiliza o valor da fun
ão em um ponto

a frente xi+1 para estimar o valor da derivada em um ponto anterior xi. Fazendo o limite

de ∆x tendendo a zero:

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

= lim
∆x→0

yi+1 − yi
∆x

obtém-se a própria de�nição da derivada em um ponto. Portanto, esta formulação é


onsistente.

Como pode ser visto, este método é equivalente ao método de Euler explí
ito, sendo

que a diferença é que no método de Euler deseja-se aproximar o valor da função em

diferentes pontos 
om base no 
onhe
imento da derivada dy/dt = f(t, y) e no método de

diferenças �nitas deseja-se aproximar o valor da derivada 
om base no valor em diferentes

pontos. Nos dois 
asos, porém, o
orre uma linearização da função em torno de um ponto.
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Na aproximação da derivada, foram desprezados os termos O(xi+1−xi)
2
, assim, o erro

de trun
amento lo
al do método de diferenças para frente é da ordem de O(∆x2). De

forma semelhante ao apresentado para o método de Euler, pode-se mostrar que quando

apli
ado para avaliar N pontos, o erro asso
iado será da ordem de O(xi+1−xi) = O(∆x),

ou seja, a aproximação por diferenças para frente é um método de primeira ordem.

2.1.2 Aproximação para Trás (Ba
kward)

De forma semelhante ao realizado para obter a derivada em xi 
om base na expansão

para obter yi+1, pode-se realizar uma expansão para obter a função em xi−1:

yi−1 = yi + (xi−1 − xi)
dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

+
(xi−1 − xi)

2

2!

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

+
(xi−1 − xi)

3

3!

d3y

dx3

∣

∣

∣

x=xi

+ . . .

Considerando que o espaçamento entre os pontos é 
onstante, temos novamente que

∆x = xi − xi−1 = −(xi−1 − xi), assim:

yi−1 = yi − (∆x)
dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

+
(∆x)2

2!

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

−
(∆x)3

3!

d3y

dx3

∣

∣

∣

x=xi

+ . . . (2)

Novamente, desprezando os termos de ordem maior ou igual a 2, obtém-se:

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

=
yi − yi−1

∆x

esta aproximação é 
onhe
ida 
omo aproximação por diferenças �nitas para trás (ou

método de diferenças �nitas para trás), e também representa uma aproximação de primeira

ordem para a derivada em um dado ponto xi.

A utilização dos métodos para trás ou para frente é, a prin
ípio, equivalente. A úni
a

restrição o
orre nos pontos extremos do domínio. Por exemplo, no ponto x0 não pode

ser apli
ado o método para trás pois não existe um ponto anterior a este. De forma

semelhante, no ponto xN a formulação para frente não pode ser utilizada, pois de maneira

equivalente não existe nenhum ponto após este para ser utilizado de base.

2.1.3 Aproximação Central

De forma geral, a utilização de métodos de primeira ordem para a dis
retização de

todos os pontos do domínio não 
ostuma apresentar bons resultados, espe
ialmente nos


asos envolvendo gradientes aproximadamente simétri
os em relação a direção x, 
omo

por exemplo problemas envolvendo 
ondução de 
alor ou difusão de massa.
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Uma aproximação de segunda ordem pode ser obtida fazendo a expansão para yi+1

(Eq. 1) menos a expansão para yi−1 (Eq. 2). Com isso, obtém-se:

yi+1 − yi−1 = 2∆x
dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

+
2(∆x)3

3!

d3y

dx3

∣

∣

∣

x=xi

+ . . .

Desprezando agora os termos da ordem de O(∆x)3, pode-se obter a seguinte expressão

para uma aproximação da derivada primeira em xi:

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

=
yi+1 − yi−1

2∆x

Esta expressão é 
onhe
ida 
omo aproximação pode diferenças �nitas 
entral (ou método

de diferenças �nitas 
entral). Neste 
aso, o erro de trun
amento lo
al é da ordem de

O(∆x)3, de modo que o erro global será da ordem de O(∆x)2. Assim, esta aproximação

é de segunda ordem.

Existem aproximações de ordem superior, porém a aproximação 
entral é a mais em-

pregada, sendo adequada para a maioria dos 
asos. Novamente, dever-se observar que esta

aproximação não pode ser apli
ada nos pontos extremos do sistema. A melhor estratégia

para a dis
retização da equação é utilizar o método 
entral para os pontos internos, o

método para frente no ponto x0 e o método para trás no ponto xN .

Uma 
omparação geométri
a dos três esquemas de dis
retização é apresentada na

�gura a seguir.
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2.2 Aproximação da Derivada Segunda

O método de diferenças �nitas pode ser apli
ado também para a dis
retização de

derivadas de maior ordem. As aproximações para a derivada segunda são obtidas 
on-

siderando a de�nição da derivada em um ponto. Da mesma forma que a derivada primeira

pode ser aproximada em termos da variação da função em dois pontos, a derivada segunda

pode ser aproximada em termos da variação na derivada primeira em dois pontos. Por

exemplo, utilizando um esquema para frente:

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

=

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi+1

−
dy

dx

∣

∣

∣

x=xi

xi+1 − xi

onde a derivada avaliada no ponto xi+1, utilizando novamente um esquema para frente, é

obtida de forma equivalente a derivada no ponto xi 
omo:

dy

dx

∣

∣

∣

x=xi+1

=
yi+2 − yi+1

xi+2 − xi+1

Considerando que os pontos sejam igualmente espaçados (grid igualmente espaçado),

pode-se juntar as expressões para de derivada em xi+1 e a expressão para a derivada

em xi, obtém-se a seguinte expressão para a derivada segunda em xi:

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

=
yi − 2yi+1 + yi+2

(∆x)2

Esta expressão representa o esquema para frente apli
ado à derivada segunda. Como

ele se baseia em esquemas de primeira ordem, também é uma aproximação de primeira

ordem.

Fazendo um pro
edimento semelhante utilizando o esquema para trás, obtém-se:

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

=
yi − 2yi−1 + yi−2

(∆x)2

sendo este o esquema para trás apli
ado para a derivada segunda, sendo também um

método de primeira ordem.

Utilizando o esquema 
entral, obtém-se a seguinte aproximação:

d2y

dx2

∣

∣

∣

x=xi

=
yi+1 − 2yi + yi−1

(∆x)2

sendo esta uma aproximação de segunda ordem. Novamente, a estratégia que normal-

mente resulta em um melhor resultado é utilizar o esquema 
entral para os pontos in-

ternos e os esquemas para frente e para trás para o primeiro e para o último ponto,

respe
tivamente.
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2.3 Dis
retização das Condições de Contorno

Além da equação diferen
ial envolvendo a derivada da função, a resolução de Prob-

lemas de Valor de Contorno ne
essita que determinadas 
ondições de 
ontorno também

sejam em determinados pontos do domínio.

Para o 
aso de 
ondições que 
onsistem em de�nir o valor da função em um dado ponto,

basta atribuir este valor para a função dis
retizada no ponto. Por exemplo, 
onsidere o

exemplo anterior de transferên
ia de 
alor em uma barra, onde a temperatura nas duas

extremidades era 
onhe
ida: T = T1 em x = 0 e T = T2 em x = L. Considerando que

x0 
orresponde ao ponto ini
ial x = 0 e xN 
orresponde ao ponto x = L, as 
ondições de


ontorno são implementadas de�nindo:

T0 = T1 TN = T2

Em muitos 
asos, a 
ondição de 
ontorno envolve a própria derivada de função em

algum ponto. Por exemplo, 
onsidere que no exemplo da transferên
ia de 
alor na barra

metáli
a, a extremidade x = L fosse mantida isolada termi
amente. Neste 
aso, a 
ondição

de 
ontorno é expressa 
omo:

dT

dx

∣

∣

∣

x=L
= 0

Neste 
aso, é ne
essário dis
retizar a 
ondição de 
ontorno para transforma-la numa re-

lação algébri
a. Como este ponto 
orresponde ao último ponto do domínio, os esquemas

para frente e 
entral não pode ser utilizados, pois iriam depender de um ponto yN+1 que

está fora do domínio de solução. Assim, é ne
essário utilizar o esquema para trás, de

modo que a 
ondição pode ser dis
retizada 
omo:

dT

dx

∣

∣

∣

x=L
=

TN − TN−1

xN − xN−1

= 0 → TN = TN−1

ou seja, a 
ondição de derivada nula na posição x = L impli
a que a variável em no ponto

xN é igual a variável no ponto anterior (xN−1).

2.4 Dis
retização de PVC's utilizando Diferenças Finitas

A partir das expressões obtidas para aproximar a derivada em um ponto através de

expressões algébri
as, pode-se transformar um problema de valor de 
ontorno em um


onjunto de equações algébri
as, sendo que para 
ada ponto do domínio dis
reto será
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atribuída uma equação. Esta é uma 
ara
terísti
a importante dos métodos de diferenças

�nitas: para que a resolução seja possível, deve-se atribuir uma equação para 
ada ponto

do domínio dis
reto.

Considere novamente a equação utilizada anteriormente para modelar a transferên
ia

de 
alor em um barra metáli
a:

d2T

dx2
+ h′(Ta − T ) = 0

Para ilustrar os diferentes tipos de 
ondição de 
ontorno, 
onsidere agora que na fronteira

x = 0 a barra seja mantida a uma temperatura T = Text e na extremidade x = L a barra

esteja isolada, de modo que as 
ondições de 
ontorno neste 
aso serão:

T (0) = Text

dT

dx

∣

∣

∣

x=L
= 0

onde Text, h
′
, Ta e L são 
onstantes. Para dis
retizar a equação, deve-se primeiramente

de�nir o grid numéri
o, ou seja, deve-se de�nir em quantos pontos o domínio de solução


ontínuo será dividido e 
omo estes pontos estão distribuídos. Neste 
aso, será assumido

que o número de pontos será N + 1 = 6 e, por simpli
idade, será 
onsiderado que os

pontos estão igualmente espaçados, portanto o domínio dis
reto será um 
onjunto de 6

pontos igualmente espaçados, 
omo ilustrado na �gura a seguir.

Como pode ser observado, quando 6 pontos são utilizados, o domínio 
ontínuo é divi-

dido em 5 subdomínios 
om tamanho ∆x, ou seja, ∆x = L/5.

O objetivo do método de diferenças �nitas é obter uma aproximação para a temper-

atura em 
ada um dos pontos xi, ou seja, deve en
ontrar 6 valores T0, T1, T2, T3, T4 e

T5. Para isso, é ne
essário que 
ada ponto possua uma equação algébri
a asso
iada. O
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primeiro passo para a resolução é dis
retizar a equação. Neste 
aso, a equação possui so-

mente uma derivada segunda que deve ser dis
retizada. Para isso, será utilizar o esquema

de diferenças 
entral:

d2T

dx2
=

Ti+1 − 2Ti + Ti−1

∆x2

Além da derivada segunda, a equação também envolve o termo h′(Ta − T ). Como

h′
e Ta são 
onstantes, basta utilizar os seus valores na equação dis
retizada. Como a

expressão anterior é utilizara para avaliar a derivada segunda no ponto xi, a temperatura

T deve ser substituída pela sua equivalente dis
reta Ti. Assim, a equação dis
retizada

será:

Ti+1 − 2Ti + Ti−1

∆x2
+ h′(Ta − Ti) = 0

Multipli
ando por ∆x2
e agrupando os termos:

Ti+1 + Ti−1 − (2 + h′∆x2)Ti +∆x2h′Ta = 0

ou ainda:

(2 + h′∆x2)Ti − Ti+1 − Ti−1 = ∆x2h′Ta

Esta relação pode ser utilizada para obter equações para a temperatura em todos os

pontos internos, ou seja, para todos os pontos ex
eto x0 e x5. Assim, para o ponto x1

temos que:

(2 + h′∆x2)T1 − T2 − T0 = ∆x2h′Ta

De forma semelhante, para o ponto x2:

(2 + h′∆x2)T2 − T3 − T1 = ∆x2h′Ta

e para os pontos x3 e x4:

(2 + h′∆x2)T3 − T4 − T2 = ∆x2h′Ta

(2 + h′∆x2)T4 − T5 − T3 = ∆x2h′Ta

Para estes pontos x0 e x5, deve-se utilizar as 
ondições de 
ontorno. Considerando a

primeira 
ondição T (0) = Text, isto resulta em:

T0 = Text
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A segunda 
ondição de 
ontorno é dada em termos de derivada nula. Neste 
aso, é

pre
iso dis
retizar a 
ondição. Como 
omentado anteriormente, neste 
aso somente uma

aproximação para trás pode ser utilizada, de modo que:

dT

dx

∣

∣

∣

x=L
= 0 →

T5 − T4

∆x
= 0 → T5 − T4 = 0

Isto forma um 
onjunto de 6 equações lineares que podem ser utilizadas para a obtenção

das 6 variáveis T0, T1, T2, . . . Na forma matri
ial, estas equações podem ser expressas 
omo:





























1 0 0 0 0 0

−1 (2 + h′∆x2) −1 0 0 0

0 −1 (2 + h′∆x2) −1 0 0

0 0 −1 (2 + h′∆x2) −1 0

0 0 0 −1 (2 + h′∆x2) −1

0 0 0 0 −1 1

























































T0

T1

T2

T3

T4

T5





























=





























Text

∆x2h′Ta

∆x2h′Ta

∆x2h′Ta

∆x2h′Ta

0





























Assim, obtém-se um sistema linear tridiagonal que pode ser resolvido para obter a

temperatura em 
ada um dos pontos do domínio dis
reto. Para ilustrar, 
onsidere um


aso onde L = 1 cm (de modo que ∆x = L/5 = 0.2 cm), Text = 100◦C, Ta = 25◦C e

h′ = 0.1 cm−2
. Com isso, o sistema linear pode ser avaliado 
omo:





























1 0 0 0 0 0

−1 2.004 −1 0 0 0

0 −1 2.004 −1 0 0

0 0 −1 2.004 −1 0

0 0 0 −1 2.004 −1

0 0 0 0 −1 1

























































T0

T1

T2

T3

T4

T5





























=





























100

0.1

0.1

0.1

0.1

0





























Para resolver este sistema linear, pode-se utilizar o algoritmo de Thomas (TDMA),


omo visto em aulas anteriores. Relembrando, este método irá transforma a matriz dos


oe�
ientes em uma matriz triangular superior. Os elementos abaixo da diagonal prin
ipal

serão zerados e os a
ima da diagonal prin
ipal não serão afetados. Os elementos da

diagonal prin
ipal (a partir da linha 2) são reavaliados 
omo:

a′i,i = ai,i − (ai,i−1/ai−1,i−1)ai−1,i

De forma semelhante, os termos do lado direito são reavaliados 
omo:

b′i = bi − (ai,i−1/ai−1,i−1)bi−1
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Assim, o sistema pode ser rees
rito 
omo:





























1 0 0 0 0 0

0 2.004 −1 0 0 0

0 0 1.505 −1 0 0

0 0 0 1.33955 −1 0

0 0 0 0 1.2575 −1

0 0 0 0 0 0.204759

























































T0

T1

T2

T3

T4

T5





























=





























100

100.1

50.0501

33.35

25.0008

19.8814





























Resolvendo o sistema, obtém-se:

T [0] = T0 = 100◦C

T [0.2] = T1 = 98.83◦C

T [0.4] = T2 = 97.96◦C

T [0.6] = T3 = 97.38◦C

T [0.8] = T4 = 97.09◦C

T [1] = T5 = 97.09◦C

Para 
omparação, a solução exata em 
ada um destes pontos é:

T [0] = T0 = 100◦C

T [0.2] = T1 = 98.697◦C

T [0.4] = T2 = 97.689◦C

T [0.6] = T3 = 96.97◦C

T [0.8] = T4 = 96.54◦C

T [1] = T5 = 96.4◦C

Na �gura a seguir é apresenta uma 
omparação entre a solução exata (linha) e a solução

aproximada obtida 
om o método de diferenças �nitas (pontos). Pode-se observar que o

desvio é relativamente alto, sendo que um resultado melhor pode ser obtido aumentado-se

o número de pontos.
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Neste exemplo, a resolução do problema envolveu um sistema linear tridiagonal. Quando

o método de diferenças �nitas é apli
ado a um PVC linear, este sempre será o 
aso.

Quando apli
ado em equações não-lineares, o sistema de equações algébri
as obtido tam-

bém será não-linear e deverá ser resolvido 
om métodos adequados (método de Newton,

por exemplo).
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