Aula 08 - Estabilidade de Métodos Numéricos para

EDQO’s e Equacoes Rigidas

Eliton Fontana

1 Estabilidade dos Métodos de Resolucao de EDO’s

Na passagem do método de Euler explicito para métodos mais complexos, o principal
objetivo foi obter métodos com melhor precisdo (reduzir os erros de truncamento). No
entanto, em muitos casos os resultados obtidos nao s6 possuem uma baixa precisao como
também sao catastroficamente distintos da solugao exata.

Por exemplo, considere o seguinte PVI:

dy
AN 0)=1

A utilizagao do método de Euler explicito com At = 0.2 gera o resultado ilustrado a

seguir.
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Neste caso, o erro aumenta rapidamente conforme se avanca na solucao. Este problema
estd associado com a falta de estabilidade do método empregado.
Antes de avaliar a estabilidade dos métodos, é necessario definir dois conceitos rela-

cionados a analise de estabilidade:



Consisténcia: Um método de passo nico (como os da familia de Runge-Kutta) é
dito consisténcia se o erro de truncamento local e; tende a zero conforme At — 0 para
todos os passos de tempo, ou seja:

lim max |e;| =0
At—01<i<N

onde N representa o nimero total de iteragoes.
Convergéncia: Um método de passo tunico é dito convergente com respeito ao pro-

blema de valor inicial
dy _
dt

se a diferenca entre a solucao obtida através do método numérico y; e a solucao exata no

f(t,y) y(to) = Yo

mesmo ponto ¢; tender a zero conforme At — 0:

Jim, e lvs = o =0

Dessa forma, um método consistente possui a propriedade de que as equacoes obtidas
para cada passo se aproximada da propria equacao diferencial conforme o passo de tempo
tende a zero, de modo que o erro de truncamento local também tende a zero.

Porém, além do erro de truncamento, deve-se considerar a influéncia do erro de
arredondamento, associado ao fato de que os valores numeéricos nao sao representados
de forma exata. Na pratica, os parametros do sistema, as condi¢oes inicias e todo o pro-
cesso aritmético subsequente possuem erros associados com a precisao numeérica finita dos
valores empregados.

Para garantir que um determinado método seja convergente, deve-se entao garantir que
além de ser consistente, o erro de arredondamento deve ficar limitado a um valor aceitavel.
O controle do erro de arredondamento esta associado com a estabilidade do método.
Este conceito é muito similar ao conceito de condicionamento de um sistema linear, no
sentido de que um método é dito estavel quando pequenas variacoes nos parametros ou
condigoes iniciais levam a igualmente pequenas variagoes na solucao obtida. A seguir
serd apresentada uma andlise da estabilidade para os métodos de passo tinico. Para os
métodos de passos-multiplos, como existem diversas etapas de aproximacao envolvidas

em cada passo, a analise ¢ mais complexa.



2 Analise de Estabilidade de Métodos de Passo Unico
Para avaliar a estabilidade de um dado método, considere o seguinte PVI:

Yo jew) ) =w

Considere que a solucao exata deste PVI em um ponto ¢, é dada por ¢(t,) e que a
solucao obtida com o uso de método numérico neste ponto é y,. Como comentado anteri-
ormente, na resolucao computacional do problema, existem associados erros de arredonda-
mento devido a precisao limitada da representagao numérica. Considere que y é o valor
arredondado obtido em uma maquina real e 1, é o valor com precisao infinita obtido em
uma maquina ideal.

O erro total associado serd a diferenca entre a solucao exata e o valor fornecido pelo

computador:
Erro total = ¢(t,) — v = (6(tn) — Yn) + (Yn — v.,)

O primeiro termo representa o erro de truncamento e o segundo o erro de arredondamento
associado ao ponto %,.

Para que um dado método numérico seja adequado, sao necesséarias duas condicoes:

- O erro de truncamento acumulado (global) deve tender a zero conforme At — 0
(consisténcia);

- O erro de arredondamento acumulado (que nao pode ser eliminado) deve ser pequeno

em comparacao com a solu¢ao exata (estabilidade).

2.1 Equagao Modelo: Decaimento de Primeira Ordem

Para ilustrar as caracteristicas de estabilidade de um método, considere a equagao:

Vox 0=

onde A > 0. Esta equagao representa uma taxa de decaimento de primeira ordem, que
surge, por exemplo, na analise da variacao na fracao de um dado reagente em uma reacao
de primeira ordem.

Considerando novamente que ¢(t) é a solu¢ao exata da equagao, o valor calculado

numericamente pode ser expresso como:

y(t) = o(t) +e(t)
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Substituindo na equacao diferencial:

d(¢+¢)

pra ¢ +¢)

Como as solucao exata deve satisfazer a equacao diferencial, temos que:

de =—Xe
dt
Esta equacao serve como uma relacao para determinar como o erro varia ao longo do
tempo, ou seja, ao longo dos passos avaliados. Se o erro diminuir com o tempo, o método
é estdvel, caso contrario serd tnstdvel.
Por exemplo, considere que o método de Euler explicito seja utilizado para avaliar
e(t):

Eni1 = 0+ At(=Ae,) = (1 — ALN)  — ’EZ“ — 1 Af)

Para garantir a estabilidade, é preciso que o erro em %, seja menor que o erro em

t,, assim:
En+t1 S 1
En
Considerando a relacao anterior:
1 —AtA <1

Desse modo, o passo de tempo para garantir a estabilidade deve ser maior que zero e
menor que 2/\.

A regiao contendo os valores de AAt que levam a uma solucgao estavel é chamado de
dominio de estabilidade linear. O parametro A\ pode ser um nimero complexo, de modo
que o dominio de estabilidade costuma ser representado no plano complexo. Definindo
z = —AAt, temos que para o método de Euler explicito ser estavel a seguinte condicao
deve ser satisfeita:

1+2 <1

Fazendo z = a + bi:
1+ (a+bi)] <1 — (a+1)+bi] <1

Para um ntmero complexo qualquer a + %, o modulo é definido como:

ja + Bi] = Va2 + 5



Assim, para o caso anterior, temos que:
(a+1)+bil=+(a+12+02<1 =  (a+1)2 4+ <1

Esta relacao representa um circulo de raio menor ou igual a 1, deslocado em uma unidade
para a esquerda no eixo equivalente a a. Como a é a parte real de z e b a parte imaginéaria
de z, o dominio de estabilidade do método de Euler explicito representa a regiao indicada

na figura a seguir.

2.0

1.5¢

Instavel

Considere agora que seja empregado o método de Euler implicito:
Ent1 = En + At(—=Aepi1) — ent1(1+ AtA) =€,

Com isso:
En+1 o 1
en 1+ AtA

Como A > 0 e At > 0, esta relacao mostra que o método de Euler implicito é estavel

para qualquer valor de At, o que é uma caracteristica comum dos métodos implicitos.

Considere agora a modificacao de segunda ordem baseada na regra do ponto médio:

At
+ 7(—)\5n — )\5n+1)

Entl = En
De modo que:

En+1 o 1 —At)\/2
en L+ AEN/2

et (L+ AtN/2) = 20(1 — AtA/2)  —

Considerando a condigao para estabilidade:

1—At2)
TrAnz =
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Neste caso, a solucao também serd estavel para qualquer At > 0.

Para os demais métodos explicitos, a estabilidade também esta condicionada a um
dominio especifico. Em particular para o caso dos métodos de RK de ordem maior que
1, pode-se mostrar que o dominio de estabilidade linear engloba o dominio associado ao
método de Euler explicito (RK de primeira ordem). Assim, se a condi¢ao At < 2/ for
respeitada, os métodos de RK de ordem superior serao estaveis. O dominio de estabilidade

de métodos de Runge-Kutta de ordem 1 até 5 é representado na figura a seguir:

| |!m@)

AY
3.2 \‘-,\

Nard Euler
RK-1 \ - 0.8

3 Problemas Rigidos (Stiff)

Algumas equacoes ou sistemas de equacoes diferenciais sao classificados como rigidos
(stiff). Nao existe uma defini¢ao precisa para classificar uma EDO como rigida, mas estes

tipos de problema compartilham caracteristicas em comum:



- Normalmente existem termos que levam a uma rapida variacao na solucao;

- Problemas rigidos possuem uma variedade de escalas de tempo associadas, ou seja,
em determinados pontos a solucao varia muito mais rapidamente que em outras;

- Métodos explicitos s6 sao estaveis para a resolucao de EDO’s rigidas se o passo de
tempo utilizado for muito pequeno;

- Usualmente, o passo de tempo utilizado para garantir a estabilidade ¢ menor que o

necessario para garantir a convergéncia desejada.

A equacao teste utilizada anteriormente:

dy _

é um exemplo de equacao rigida, especialmente para altos valores de A. Esta equagao

possui solucao da forma:
=Xt
Y = Yoe
Como visto anteriormente, se um método explicito for empregado, deve-se usar um valor

de At suficientemente pequeno para garantir a estabilidade da solu¢ao. Por exemplo, para

o método de Euler explicito:

9
At < £
Y

Caso for necessario avaliar a solucao até um tempo final ¢;, o nimero de passos

necessarios (n) sera:

1 . - Aty
= — n _
At 2

Assim, o nimero de passos minimo necessarios é diretamente proporcional ao valor de

n

3.1 Sistemas de Equacgoes Diferenciais Rigidas Lineares

Considere o seguinte PVI:

d
% — 500591 + 499.5ys y1(0) = 2
dyo

=2 = 499.5y1 — 500.59, y2(0) = 1

A solucao deste problema ¢ a seguinte:

y1(t) = 1.5e™" + 0.5¢ 100"
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yo(t) = 1.5~ — 0.5¢ 1000

Assim, a solugao possui dois termos: um termo e~* que varia lentamente com o tempo

1000t

e outro e” que varia rapidamente. Para garantir a estabilidade, é preciso que a solugao

se mantenha estavel durante toda a resolugao, por isso, a estabilidade deve ser assegurada
para o termo e 1000
De modo geral, os valores de At empregados devem ser determinados sem o conheci-

mento da solucao. O PVI anterior pode ser reescrito como:

dy [ —500.5 499.5

. Y = AY
dt 499.5  —500.5

O valor de At necessario é definido com base nos autovalores da matriz A. Lembrando

que os autovalores A sao definidos como os valores onde:
|JA—XI|=0
Assim, para este caso:

—500.5 — A 499.5
499.5 —500.5 — A

=0 —  (=500.5—\)?—499.5* =0

Resolvendo a equagao de segundo grau, obtém-se as seguintes raizes:
A =-—1 A2 = —1000

Para garantir a estabilidade em um método explicito, pode-se considerar a funcao teste
usada anteriormente dy/dt = —\y, com X sendo o maior dos autovalores (em modulo) as-
sociados com o problema. Por exemplo, caso o método de Euler explicito seja empregado,

deve-se garantir que:

At < ——
|>\mam|

Considerando que no exemplo |A,q.| = 1000, entao temos que o passo de tempo maximo
é de 0.002. Caso o menor autovalor fosse empregado, seria obtido um valor de At,,., = 2.
Apos os instantes iniciais, o problema passa a ser controlado pelo menor autovalor.

Para medir a importancia da rigidez na resolucao do problema, pode-se determinar o

grau de rigidez (stiffness ratio) do problema, definido com:

|)\max|

Normalmente, para SR > 20 o problema ja é classificado como rigido, sendo necesséario

SR =

avaliar com cuidado os passos de tempo empregados.



3.2 Sistemas Nao-Lineares

Para problemas nao-lineares, a anélise é mais complexa. Para problemas autoénomos,
da forma:

day
S = ()

pode-se linearizar a equacao através de uma expansao em série de Taylor em torno do

ponto t,,. Desconsiderando os termos de alta ordem:

dy
—r = JYa) + ()Y = Y,

onde J(t,) é a matriz Jacobiana avaliada em ¢ = t,,, definida como:

dfi (y)}
J tn = Q;; =
) == |52
Por exemplo, em um sistema 2 x 2 da forma:
dy dx

O Jacobiano em um ponto t,, é determinado da forma:

of of
ox dy
J(tn) = 9 9
o9 o9
oz . oy -

Neste caso, a razao de rigidez é definida com base nos autovalores da matriz Jacobiana.
Como J(t,) pode depender do tempo, a razao de rigidez pode variar ao longo da solucao.

Os valores de At necessarios para garantir a estabilidade também podem ser definidos
com base nos autovalores da matriz Jacobiana.

Obs.: Caso t,, for um ponto fixo, os autovalores do Jacobiano também servem para
definir se o ponto é estavel ou nao, sendo instavel caso algum autovalor tenha parte real

positiva.

Ezxemplo: Considere o seguinte PVI:

dy 2
_— = = 2
=y u(0)

d
d—‘: = —400ya? 2(0) = 1

Determine a razao de rigidez em t = 0. Caso o método de Euler explicito for empre-

gado, qual o valor maximo de At?



