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A maior parte das equacoes diferenciais de interesse na engenharia nao possuem
solucao analitica conhecida. Além disso, em muitos casos as solucoes analiticas co-
nhecidas sao dificeis de serem utilizadas, por exemplo quando envolvem séries infinitas
ou integrais sem resolucao analitica. Nestes casos ¢ mais conveniente a utilizacao de
ferramentas numeéricas para a resolucao das equacoes.

Existem basicamente trés formas de analisar equacoes diferenciais: através de métodos
analiticos, métodos qualitativos e métodos numéricos. Os métodos analiticos permite
estabelecer uma relacao direta entre as variaveis dependentes e independentes através de
funcgoes validas em um determinado intervalo. Os métodos qualitativos envolvem a anélise
do comportamento geral da equacao sem necessariamente buscar uma solugao, como por
exemplo através da construcao do campo de direcgoes.

Os métodos de resolucao numérica permitem que a solucao seja estimada para uma
dada condi¢ao inicial e um conjunto de parametros especificos. A ideia geral é de que é
possivel obter aproximacoes da solucao de uma determinada EDO avancando em pontos
que estao a uma distancia At da condicao inicial. Diferentemente dos métodos analiticos,
a solucao obtida através de métodos numéricos é vilida somente para um conjunto de
parametros especificos e para uma dada condicao inicial. Caso esta condicao inicial ou
algum parametro sejam alterados, deve-se resolver o problema novamente.

A determinacao de qual forma de andlise deve ser utilizada ird4 depender tanto das
caracteristicas das equacoes diferenciais que estao sendo avaliadas quanto de que tipo de
informacao esta se buscando.

Assim como para o caso da resolucao de sistemas de equacgoes algébricas, existem
diversos métodos que podem ser utilizados para a resolucao de sistemas de equacoes
diferenciais. Inicialmente serd apresentado o método de Euler. Este método costuma
ser pouco eficiente para a resolucao de sistemas complexos, porém diversos conceitos

fundamentais dos métodos de resolucao podem ser mais facilmente apresentados através



deste método.

1 Método de Euler

O método de Euler é o método mais simples para a aproximacao da solucao de EDO’s.

Considere o seguinte problema de valor inicial de primeira ordem:

y=L=fty) ) =w

A solucao deste PVI passa obrigatoriamente pelo ponto (tg, 39). O objetivo do método
de Euler é estimar o valor da solu¢ao y(t) em um ponto com uma distancia At do ponto
inicial to. Este ponto passa a ser chamado de t; = ¢ty + At, de modo que o do método
de Euler é determina o valor da solugdo em 1, y; = y(t1). A partir deste valor, pode-
se estimar o valor da funcao em um ponto t, distante At do ponto t; e continuar com
este procedimento até se obter uma aproximagao para a solugao por quantos pontos forem
necessarios. Esta classe de métodos sao chamados de métodos passo-a-passo. Para avaliar
o termo y; = y(to + At), pode-se aplicar uma expansao em séries de Taylor em torno do

ponto tg:

N

y(t) = y(to + At) = yo + Aty'(to) + T?J"(to) + "(to) + ...

Considerando que o espacamento At seja muito pequeno, os termos At?, At3, etc.

podem ser desprezados. Com isso:
y(to + At) = yy ~ yo + Aty (to)
Considerando também que ¢y’ = f(t,y), a relacdo anterior pode ser reescrita como:

1 = yo + Atf(to, yo)

De forma geral, a relacao anterior pode ser utilizada para estimar a solucao para

qualquer valor y,,; com base no valor para y,:

Yn+1 = Yn + Atf(tna yn)

Como o valor no novo ponto ¥y, 1 é calculado com base somente em valores no ponto

anterior (ja conhecidos), este método é dito explicito.



Estrutura de um codigo para resolver uma EDO dy/dt = f(t,y) utilizando o método
de Euler:

Passo 1: Definir f(t,y);

Passo 2: Definir os valores iniciais t[1] = tg, y[1] = yo;

Passo 3: Definir o tamanho do passo At e o nimero de passos n;

Passo 4: Para i =1 até ¢« = n calcular:

kv = (el ylil)
yli+ 1] = y[i] + At x ky (1)
tli + 1] = t[i] + At
Passo 5: Plotar os resultados.

Ezemplo 01): Utilizando o método de Euler, obtenha a solugdo aproximada até

t = 0.5 para o seguinte PVI, utilizando At = 0.1:

dy
7 Yy y(0)

Neste caso f(t,y) = —2t —y. No ponto inicial temos:
to =0 Yo = —1

Como o passo At é constante, os valores de ¢, sao automaticamente definidos, t; =
to—l-At:Ol, t2 :t1+At:02,
Avaliando y; = y(t;) = y(0.1):

Y1 = Yo + At f(to,y0) = =1 +0.1(=2 x 0 — (=1)) = —0.9
Repetindo para os proximos passos:
yo = y1 + Atf(t, y1) = —0.9+ 0.1(—2 x 0.1 — (—0.9)) = —0.83

Ys = ys + Atf(ts, ys) = —0.7683 4 0.1(—2 x 0.4 — (—0.7683)) = —0.77147

Para comparacgao, a solucao exata da equacgao diferencial é:

y(t) = —3e™" — 2t +2



sendo que para os pontos avaliados a solugao exata é:
Yo = —1 yp = —0.9145 Yo = —0.85619 ys = —0.8224

ys = —0.8109 ys = —0.81959

Ezemplo 02): Utilizando o método de Euler, obtenha a solugao aproximada para

t = 1 para o seguinte PVI, utilizando At = 0.2:

dy 2 9
2 — 9 =1
o Y y(0)

Com base nos dados fornecidos, ty = 0 e yp = 1. Como At = 0.2, temos que ¢t; = 0.2,

ty =04, t3=0.6,t, = 0.8 e t5 = 1. Avaliando os termos intermediérios:
Y=y +02-(2-thy)) =1+02-(2-0*-1*) =1

Yo=11 +02-(2-2y}) =1+0.2-(2-0.2%-1%) = 1.016
ys =1 +0.2-(2-t5y5) =1+0.2-(2-0.4-1.016%) = 1.0821
ys=ys+0.2-(2-t393) = 1+0.2- (2-0.6° - 1.0821%) = 1.2507
Ys =ys+02-(2-t5y]) =1+0.2-(2-0.8%-1.2507%) = 1.6511

A solucdo exata em t = 1 é y(1) = 3, portanto a solugdo obtida estd com um erro
significativo. Por este exemplo, fica claro que é fundamental avaliar os erros associados a

utilizacao do método de Euler.

1.1 Erro Associado ao Método de Euler

A utilizacao de métodos numéricos sempre leva a obtencao de solucgoes aprorimadas.
Uma importante propriedade dos métodos numéricos é a convergéncia. Um método é
dito convergente quando a solucao obtida tende & solucao exata quando o espacamento
At — 0.

Na resolucao de EDO’s pelo método de Euler (ou por qualquer outro método), existem
duas fontes de erros:

- Erros de truncamento: erros associados com o truncamento da expansao em série de

Taylor no segundo termo. Como a determinacao do ponto y,,; depende do valor de y,,



o erro de truncamento pode aumentar rapidamente ao longo da resolucao. Para reduzir
os erros de truncamento, pode-se reduzir o passo de tempo At.

- Erros de arredondamento: erro associado a precisao dos valores numéricos utilizados
(namero de digitos significativos: 6-9 para precisdo unica e 15-17 para precisdo dupla).
Quanto maior for o niimero de operacoes necessarias, maior sera o erro de arredondamento.
Assim, uma maneira de reduzir este erro é aumentar o passo de tempo, de modo que menos
passos precisam ser resolvidos para atingir o tempo desejado.

Dessa forma, conforme o passo de tempo aumenta, o erro de arredondamento diminui
e o de truncamento aumenta. Por isso, existe um ponto 6timo onde o erro total é minimo,
como ilustrado na figura a seguir. Usualmente os erros de arredondamento sao menos

significativos, por isso a tendéncia é que passos pequenos gerem melhores resultados.

erro erro total

erro de truncamento

erro de arredondamento

passo de tempo

Como visto anteriormente, pode-se obter o valor de uma fun¢ao y(¢) em um ponto

t,+1 com base no valor em ¢,, através de uma expansao em séries de Taylor:

At? At?
o = Yt ALY (1) 5y () o+ " 0n)

A diferenca entre o valor exato de y,.1 e o valor aproximado obtido com o uso do
método de Euler corresponde ao erro local de truncamento (para um determinado valor
de n):

At? At?
Ent1 = 79”(%) + 79”'(%) +...

Nesta forma, o erro ainda representa uma série infinita. Para evitar este problema,

pode-se utilizar a formula de Taylor com resto de Lagrange:

At?

Ynt1 = Yn + At Z/(tn) + Ty”@)



onde ¢ € [t,, t,11]. Este resultado é uma extensdo do teorema do valor médio, que diz
que dada uma fungao continua f definida num intervalo fechado [a,b] e diferenciavel em
(a,b), existe algum ponto ¢ em (a,b) tal que :

PRUE (G

Utilizando a relacao anterior, o erro e, ; pode ser avaliado como:

y” (C) At2

En+1 = 9

Como y"(c) é uma constante (valor finito), temos que:
€ni1 = O(At2)

ou seja, o erro local é da ordem de At%.

Como cada passo gera um erro local, quanto mais passos forem utilizados, maior sera
o acumulo de erros. Por isso, quando o valor ¥, estiver sendo determinado, o erro
associado a determinacao do valor de y,, também deve ser considerado. Para n passos, o
erro global E,, pode ser avaliado como:

n~h_

Epi1 = eper-n=0(h?) -n = O(h?) .

O(h)t,
onde h = At. Novamente, como t,, ¢ um escalar:
Eny1 = O<h)

Assim, o erro global no método de Euler é da ordem do tamanho do passo utilizado. Esta
relacao mostra que o erro tende a zero conforme h — 0 e portanto o método é convergente.

De forma geral, um dado método é convergente quando:
En+1 = O(hp) p > 0

Neste caso, o método possui ordem p, portanto, o método de Euler ¢ um método de
primeira ordem. Métodos de ordem superior convergem mais rapidamente para a solucao
exata (ndo exigem passos tao pequenos), sendo por isso mais indicados que os métodos
de primeira ordem.

A utilizagdo de um passo muito pequeno (tendendo a zero) é impraticavel, pois exi-

giria um tempo computacional demasiadamente alto, além de fazer com que os erros de



arredondamento aumentassem rapidamente. Um procedimento simples que pode na maio-
ria. dos casos ser utilizado para determinar se o passo utilizado é adequado é resolver o
problema com valores de At gradativamente menores. A partir de um determinado ponto
as solucoes obtidas serao muito parecidas, sendo que uma maior reducao em At a partir
deste ponto nao ira reduzir o erro global de forma significativa e ird aumentar o erro de

arredondamento.

1.2 Meétodo de Euler para Sistemas de EDO’s

O método de Euler explicito pode ser estendido para aplicacao em sistemas de EDO’s

de primeira ordem. Considere o seguinte sistema de PVI’s:

dx
azf(taxay) x(o):xo
d
d_i = g(t,l‘,y) y(O) =%

De forma semelhante ao realizado para uma tinica equacgao, pode-se partir das condi¢oes

iniciais e ir avancando ao longo de t com base nos valores ja conhecidos:
Tpy1 = Tp + At - f(tna L, yn)

Ynt1 = Yn + AL - g<tna T, yn)

Generalizando para um sistema de m equagoes da forma:

d—ylzf(t TR TR VL T 1
dt 1\4 ) ) PRI y(tO):yo
dy?
E :fZ(taylay2ay37""ym) y2<t0> :yg
dy? 304\ _ .3
pa fa(tyh v u3, . y™) y>(to) = Yo (2)
dym m m(t ) = ™
W:fm(taylay2ay3a"'7y ) y <0) yo
A utilizacao do método de Euler explicito implica em:
Yni1 Yn Filtn, v vty -y
Y2 Y2 foltu, i vty -y
il = | A flta,ylov2, Y (3)
_ygl-i-l_ _er_ _fWL(tnv yrlw y72w L 7y7T>_

7



A aplicacao do método para resolucao de sistemas também permite que ele seja uti-
lizado para a resolucao de equacoes de ordem maior que 1. Por exemplo, considere o

seguinte PVI:

d*y dy dy
= —f(ﬂfay,%) y(0) = o dolo =W

Esta equacao pode ser transformada em um sistema de primeira ordem através da

definicao de uma variavel adicional u:

dy d*y  du
S 7 4 dn
Com isso, o PVI pode ser reescrito como:
d
% = u y(0) = wo
du
%:f('rayvu) u(O):yl

Este procedimento pode ser aplicado para escrever uma EDO de qualquer ordem como

um sistema de EDO’s de primeira ordem.

Ezxzemplo 03: Utilizando o método de Euler, obtenha a solugao aproximada para os

trés primeiros passos de tempo para o seguinte sistema, considerando At = 0.1:

dx
d
d-i=l\/§+3y y(0) =2

Desse modo, f(t,z,y) =y e g(t,z,y) = 2,/y + 3y.

Ezxzemplo 04: Determine o valor de y(t) em ¢ = 0.2 utilizando como passo de tempo

At =0.1:

d*y d*y dy d?y
@y Y q — il —9 °J -1
da3 + \/Edﬁ 3y y(0) =0 dz lz=0 da? |l z=0
Definindo das variaveis adicionais:
dy du  d*y
U = — VD= — = ——
dx dr  da?
Com isto, a equacao anterior é retomada como:
d
% = u(0) =2
dy
A 0) =0
7 = U y(0)
dv
d—+\/:fv—|—3y:() v(0)=1
T



