
Aula 05 - Método de Euler

Éliton Fontana

A maior parte das equações difereniais de interesse na engenharia não possuem

solução analítia onheida. Além disso, em muitos asos as soluções analítias o-

nheidas são difíeis de serem utilizadas, por exemplo quando envolvem séries in�nitas

ou integrais sem resolução analítia. Nestes asos é mais onveniente a utilização de

ferramentas numérias para a resolução das equações.

Existem basiamente três formas de analisar equações difereniais: através de métodos

analítios, métodos qualitativos e métodos numérios. Os métodos analítios permite

estabeleer uma relação direta entre as variáveis dependentes e independentes através de

funções válidas em um determinado intervalo. Os métodos qualitativos envolvem a análise

do omportamento geral da equação sem neessariamente busar uma solução, omo por

exemplo através da onstrução do ampo de direções.

Os métodos de resolução numéria permitem que a solução seja estimada para uma

dada ondição iniial e um onjunto de parâmetros espeí�os. A ideia geral é de que é

possível obter aproximações da solução de uma determinada EDO avançando em pontos

que estão a uma distânia ∆t da ondição iniial. Diferentemente dos métodos analítios,

a solução obtida através de métodos numérios é válida somente para um onjunto de

parâmetros espeí�os e para uma dada ondição iniial. Caso esta ondição iniial ou

algum parâmetro sejam alterados, deve-se resolver o problema novamente.

A determinação de qual forma de análise deve ser utilizada irá depender tanto das

araterístias das equações difereniais que estão sendo avaliadas quanto de que tipo de

informação está se busando.

Assim omo para o aso da resolução de sistemas de equações algébrias, existem

diversos métodos que podem ser utilizados para a resolução de sistemas de equações

difereniais. Iniialmente será apresentado o método de Euler. Este método ostuma

ser pouo e�iente para a resolução de sistemas omplexos, porém diversos oneitos

fundamentais dos métodos de resolução podem ser mais failmente apresentados através
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deste método.

1 Método de Euler

O método de Euler é o método mais simples para a aproximação da solução de EDO's.

Considere o seguinte problema de valor iniial de primeira ordem:

y′ =
dy

dt
= f(t, y) y(t0) = y0

A solução deste PVI passa obrigatoriamente pelo ponto (t0, y0). O objetivo do método

de Euler é estimar o valor da solução y(t) em um ponto om uma distânia ∆t do ponto

iniial t0. Este ponto passa a ser hamado de t1 = t0 + ∆t, de modo que o do método

de Euler é determina o valor da solução em t1, y1 = y(t1). A partir deste valor, pode-

se estimar o valor da função em um ponto t2 distante ∆t do ponto t1 e ontinuar om

este proedimento até se obter uma aproximação para a solução por quantos pontos forem

neessários. Esta lasse de métodos são hamados de métodos passo-a-passo. Para avaliar

o termo y1 = y(t0 +∆t), pode-se apliar uma expansão em séries de Taylor em torno do

ponto t0:

y(t1) = y(t0 +∆t) = y0 +∆ty′(t0) +
∆t2

2!
y′′(t0) +

∆t3

3!
y′′′(t0) + . . .

Considerando que o espaçamento ∆t seja muito pequeno, os termos ∆t2, ∆t3, et.

podem ser desprezados. Com isso:

y(t0 +∆t) = y1 ≈ y0 +∆ty′(t0)

Considerando também que y′ = f(t, y), a relação anterior pode ser reesrita omo:

y1 = y0 +∆tf(t0, y0)

De forma geral, a relação anterior pode ser utilizada para estimar a solução para

qualquer valor yn+1 om base no valor para yn:

yn+1 = yn +∆tf(tn, yn)

Como o valor no novo ponto yn+1 é alulado om base somente em valores no ponto

anterior (já onheidos), este método é dito explíito.
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Estrutura de um ódigo para resolver uma EDO dy/dt = f(t, y) utilizando o método

de Euler:

Passo 1: De�nir f(t, y);

Passo 2: De�nir os valores iniiais t[1] = t0, y[1] = y0;

Passo 3: De�nir o tamanho do passo ∆t e o número de passos n;

Passo 4: Para i = 1 até i = n alular:

k1 = f(t[i], y[i])

y[i+ 1] = y[i] + ∆t× k1

t[i+ 1] = t[i] + ∆t

(1)

Passo 5: Plotar os resultados.

Exemplo 01): Utilizando o método de Euler, obtenha a solução aproximada até

t = 0.5 para o seguinte PVI, utilizando ∆t = 0.1:

dy

dt
= −2t− y y(0) = −1

Neste aso f(t, y) = −2t− y. No ponto iniial temos:

t0 = 0 y0 = −1

Como o passo ∆t é onstante, os valores de tn são automatiamente de�nidos, t1 =

t0 +∆t = 0.1, t2 = t1 +∆t = 0.2, . . .

Avaliando y1 = y(t1) = y(0.1):

y1 = y0 +∆tf(t0, y0) = −1 + 0.1(−2× 0− (−1)) = −0.9

Repetindo para os próximos passos:

y2 = y1 +∆tf(t1, y1) = −0.9 + 0.1(−2× 0.1− (−0.9)) = −0.83

y3 = y2 +∆tf(t2, y2) = −0.83 + 0.1(−2× 0.2− (−0.83)) = −0.787

y4 = y3 +∆tf(t3, y3) = −0.787 + 0.1(−2× 0.3− (−0.787)) = −0.7683

y5 = y4 +∆tf(t4, y4) = −0.7683 + 0.1(−2× 0.4− (−0.7683)) = −0.77147

Para omparação, a solução exata da equação diferenial é:

y(t) = −3e−t − 2t+ 2
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sendo que para os pontos avaliados a solução exata é:

y0 = −1 y1 = −0.9145 y2 = −0.85619 y3 = −0.8224

y4 = −0.8109 y5 = −0.81959

Exemplo 02): Utilizando o método de Euler, obtenha a solução aproximada para

t = 1 para o seguinte PVI, utilizando ∆t = 0.2:

dy

dt
= 2t2y2 y(0) = 1

Com base nos dados forneidos, t0 = 0 e y0 = 1. Como ∆t = 0.2, temos que t1 = 0.2,

t2 = 0.4, t3 = 0.6, t4 = 0.8 e t5 = 1. Avaliando os termos intermediários:

y1 = y0 + 0.2 · (2 · t20y
2

0) = 1 + 0.2 · (2 · 02 · 12) = 1

y2 = y1 + 0.2 · (2 · t21y
2

1) = 1 + 0.2 · (2 · 0.22 · 12) = 1.016

y3 = y2 + 0.2 · (2 · t22y
2

2) = 1 + 0.2 · (2 · 0.42 · 1.0162) = 1.0821

y4 = y3 + 0.2 · (2 · t23y
2

3) = 1 + 0.2 · (2 · 0.62 · 1.08212) = 1.2507

y5 = y4 + 0.2 · (2 · t24y
2

4) = 1 + 0.2 · (2 · 0.82 · 1.25072) = 1.6511

A solução exata em t = 1 é y(1) = 3, portanto a solução obtida está om um erro

signi�ativo. Por este exemplo, �a laro que é fundamental avaliar os erros assoiados à

utilização do método de Euler.

1.1 Erro Assoiado ao Método de Euler

A utilização de métodos numérios sempre leva à obtenção de soluções aproximadas.

Uma importante propriedade dos métodos numérios é a onvergênia. Um método é

dito onvergente quando a solução obtida tende à solução exata quando o espaçamento

∆t → 0.

Na resolução de EDO's pelo método de Euler (ou por qualquer outro método), existem

duas fontes de erros:

- Erros de trunamento: erros assoiados om o trunamento da expansão em série de

Taylor no segundo termo. Como a determinação do ponto yn+1 depende do valor de yn,
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o erro de trunamento pode aumentar rapidamente ao longo da resolução. Para reduzir

os erros de trunamento, pode-se reduzir o passo de tempo ∆t.

- Erros de arredondamento: erro assoiado à preisão dos valores numérios utilizados

(número de dígitos signi�ativos: 6-9 para preisão únia e 15-17 para preisão dupla).

Quanto maior for o número de operações neessárias, maior será o erro de arredondamento.

Assim, uma maneira de reduzir este erro é aumentar o passo de tempo, de modo que menos

passos preisam ser resolvidos para atingir o tempo desejado.

Dessa forma, onforme o passo de tempo aumenta, o erro de arredondamento diminui

e o de trunamento aumenta. Por isso, existe um ponto ótimo onde o erro total é mínimo,

omo ilustrado na �gura a seguir. Usualmente os erros de arredondamento são menos

signi�ativos, por isso a tendênia é que passos pequenos gerem melhores resultados.

Como visto anteriormente, pode-se obter o valor de uma função y(t) em um ponto

tn+1 om base no valor em tn através de uma expansão em séries de Taylor:

yn+1 = yn +∆t y′(tn) +
∆t2

2!
y′′(tn) +

∆t2

3!
y′′′(tn) + . . .

A diferença entre o valor exato de yn+1 e o valor aproximado obtido om o uso do

método de Euler orresponde ao erro loal de trunamento (para um determinado valor

de n):

en+1 =
∆t2

2!
y′′(tn) +

∆t2

3!
y′′′(tn) + . . .

Nesta forma, o erro ainda representa uma série in�nita. Para evitar este problema,

pode-se utilizar a fórmula de Taylor om resto de Lagrange:

yn+1 = yn +∆t y′(tn) +
∆t2

2!
y′′(c)
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onde c ∈ [tn, tn+1]. Este resultado é uma extensão do teorema do valor médio, que diz

que dada uma função ontínua f de�nida num intervalo fehado [a,b℄ e difereniável em

(a,b), existe algum ponto  em (a,b) tal que :

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

Utilizando a relação anterior, o erro en+1 pode ser avaliado omo:

en+1 =
y′′(c)

2
∆t2

Como y′′(c) é uma onstante (valor �nito), temos que:

en+1 = O(∆t2)

ou seja, o erro loal é da ordem de ∆t2.

Como ada passo gera um erro loal, quanto mais passos forem utilizados, maior será

o aúmulo de erros. Por isso, quando o valor yn+1 estiver sendo determinado, o erro

assoiado à determinação do valor de yn também deve ser onsiderado. Para n passos, o

erro global En pode ser avaliado omo:

En+1 = en+1 · n = O(h2) · n = O(h2)
n · h

h
= O(h)tn

onde h = ∆t. Novamente, omo tn é um esalar:

En+1 = O(h)

Assim, o erro global no método de Euler é da ordem do tamanho do passo utilizado. Esta

relação mostra que o erro tende a zero onforme h → 0 e portanto o método é onvergente.

De forma geral, um dado método é onvergente quando:

En+1 = O(hp) p > 0

Neste aso, o método possui ordem p, portanto, o método de Euler é um método de

primeira ordem. Métodos de ordem superior onvergem mais rapidamente para a solução

exata (não exigem passos tão pequenos), sendo por isso mais indiados que os métodos

de primeira ordem.

A utilização de um passo muito pequeno (tendendo a zero) é impratiável, pois exi-

giria um tempo omputaional demasiadamente alto, além de fazer om que os erros de
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arredondamento aumentassem rapidamente. Um proedimento simples que pode na maio-

ria dos asos ser utilizado para determinar se o passo utilizado é adequado é resolver o

problema om valores de ∆t gradativamente menores. A partir de um determinado ponto

as soluções obtidas serão muito pareidas, sendo que uma maior redução em ∆t a partir

deste ponto não irá reduzir o erro global de forma signi�ativa e irá aumentar o erro de

arredondamento.

1.2 Método de Euler para Sistemas de EDO's

O método de Euler explíito pode ser estendido para apliação em sistemas de EDO's

de primeira ordem. Considere o seguinte sistema de PVI's:

dx

dt
= f(t, x, y) x(0) = x0

dy

dt
= g(t, x, y) y(0) = y0

De forma semelhante ao realizado para uma únia equação, pode-se partir das ondições

iniiais e ir avançando ao longo de t om base nos valores já onheidos:

xn+1 = xn +∆t · f(tn, xn, yn)

yn+1 = yn +∆t · g(tn, xn, yn)

Generalizando para um sistema de m equações da forma:

dy1

dt
= f1(t, y

1, y2, y3, . . . , ym)

dy2

dt
= f2(t, y

1, y2, y3, . . . , ym)

dy3

dt
= f3(t, y

1, y2, y3, . . . , ym)

.

.

.

dym

dt
= fm(t, y

1, y2, y3, . . . , ym)

y1(t0) = y10

y2(t0) = y20

y3(t0) = y30

.

.

.

ym(t0) = ym0

(2)

A utilização do método de Euler explíito implia em:
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A apliação do método para resolução de sistemas também permite que ele seja uti-

lizado para a resolução de equações de ordem maior que 1. Por exemplo, onsidere o

seguinte PVI:

d2y

dx2
= f

(

x, y,
dy

dx

)

y(0) = y0
dy

dx

∣

∣

∣

x=0

= y1

Esta equação pode ser transformada em um sistema de primeira ordem através da

de�nição de uma variável adiional u:

u =
dy

dx
→

d2y

dx2
=

du

dx

Com isso, o PVI pode ser reesrito omo:

dy

dx
= u y(0) = y0

du

dx
= f (x, y, u) u(0) = y1

Este proedimento pode ser apliado para esrever uma EDO de qualquer ordem omo

um sistema de EDO's de primeira ordem.

Exemplo 03: Utilizando o método de Euler, obtenha a solução aproximada para os

três primeiros passos de tempo para o seguinte sistema, onsiderando ∆t = 0.1:

dx

dt
= y x(0) = 0

dy

dt
= x

√
y + 3y y(0) = 2

Desse modo, f(t, x, y) = y e g(t, x, y) = x
√
y + 3y.

Exemplo 04: Determine o valor de y(t) em t = 0.2 utilizando omo passo de tempo

∆t = 0.1:

d3y

dx3
+
√
x
d2y

dx2
− 3y = 0 y(0) = 0

dy

dx

∣

∣

∣

x=0

= 2
d2y

dx2

∣

∣

∣

x=0

= 1

De�nindo das variáveis adiionais:

u =
dy

dx
v =

du

dx
=

d2y

dx2

Com isto, a equação anterior é retomada omo:

du

dx
= v u(0) = 2

dy

dx
= u y(0) = 0

dv

dx
+
√
xv + 3y = 0 v(0) = 1
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