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Uma das principais dificuldades em aplicar o método de Newton para a resolucao
de sistemas nao-lineares é que o método exige que, a cada iteracao, seja determinada a
matriz Jacobiana e um sistema linear seja resolvido. Por exemplo, para um sistema com
n equacoes, a determinacdo da matriz Jacobiana envolve a determinacao de n? derivadas
parciais e o sistema linear gerado em cada iteracao serd n x n. Para sistemas com muitas
equacgoes ou para casos onde as derivadas nao podem ser facilmente obtidas, a aplicagao
do método de Newton é bastante custosa.

Além disso, o método de Newton pode apresentar diversos outros problemas, como por
exemplo casos onde a matriz Jacobiana é singular e uma grande dependéncia da condigao
inicial utilizada. Diversas modificagoes foram propostas para melhorar determinados as-
pectos do método de Newton, em particular para evitar a resolucao de um sistema linear
a cada iteracao. De forma geral, estes métodos sao conhecidos como métodos quase-
Newton e consistem em aproximar a matriz Jacobiana J(x') por alguma outra matriz B’.
A forma como esta matriz é determinada depende do método utilizado. O mais simples

destes métodos é o de Newton modificado, que sera discutido a seguir.

1 Método de Newton Modificado

O método de Newton possui a vantagem de utilizar o valor da derivada da funcao em
um ponto para estimar o proximo ponto, o que faz com que a convergéncia do método
tenda a ser rapida. Em contrapartida, isto implica em determinar a derivada da funcao
em cada ponto, ou para o caso de sistemas, o valor da matriz Jacobiana em cada ponto.
Como consequéncia, para o caso de sistemas nao-lineares, a cada iteracao é preciso resolver
um sistema linear, o que faz com que o gasto associado a resolucao seja alto.

Por exemplo, para uma tnica equacao f(z) = 0, o método de Newton pode ser expresso
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Partindo de uma solucao inicial zy, procede-se com as iteracoes para refinar a raiz. O

Tit1 = Li

método de Newton modificado consiste em considerar f'(z;) = f(zo) para todas as iter-
acoes, ou seja, manter o valor da derivada constante e igual ao valor associado & condicao
inicial. Este método tende a possuir uma convergéncia muito pior que o método de Newton
original, porém nao necessita a avaliagao da derivada em cada ponto.

Assim, o método de Newton modificado, para encontrar a solu¢ao de f(x) = 0, é

expresso comao:
f(x:)
f'(xo)
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Ezxzemplo 01: Compare a taxa de convergéncia do método de Newton e do método

de Newton modificado para a busca das raizes da seguinte equacao:
r? — 6sin(z) + € =0

Considere como condigao inicial zo = 2. A solucao exata para o problema é x = 1.38211.

1.1 Método de Newton Modificado para Sistemas Nao-Lineares

Para o caso da busca de raizes de equacoes nao-lineares, a utilizacao do método de
Newton modificado ndo se justifica, pois uma vez determinada a derivada de f(z) ndo
existe um gasto grande associado a determinagao de f’(x;). No entanto, para o caso
de sistemas nao-lineares, cada nova iteracao exige a atualizacao da matriz Jacobiana e
a resolucao de um novo sistema linear. O método de Newton modificado aplicado para
sistemas, de forma semelhante, consiste em considerar a matriz Jacobiana constante e
igual ao valor calculado com base na condicao inicial.

Com visto anteriormente, o método de Newton para sistemas é expresso como:
J(x3) - (%111 — x3) = —F(x;) — X1 = X5 — J N x)F(x)
Assim, o método de Newton modificado para este caso resulta em:
J(x0) - (X111 — x3) = —F(x;) — Xip1 = X5 — JH(x0)F(x3)

Para a aplicacao do método de Newton, na maioria dos casos é mais conveniente

avaliar o sistema linear do que calcular a inversa da matriz Jacobiana. No entanto, para



o método de Newton modificado, como J~!(xg) ndo ird mudar ao longo das iteragoes,
¢ mais conveniente determinar a matriz inversa para a condicao inicial. Com isso, nao

passa a ser mais necesséario resolver um sistema linear a cada iteracao.
Exemplo 02: Considere o seguinte sistema nao-linear:

r+y=3

2 4+y*=9

Compare a convergéncia do método de Newton e do método de Newton modificado, usando
como condigao inicial x° = (zg, o) = (1,5). As possiveis solugoes para este problema sio

os pontos (0,3) e (3,0).

2 Meétodo de Broyden (Secantes)

O método de Broyden pode ser entendido como uma extensao do método da secante
para sistemas nao-lineares. No método da secante para a busca das raizes de uma funcao
f(z) =0, o valor da derivada no ponto x; é avaliado por meio de uma aproximagao com

diferencas finitas!
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Apos esta etapa, o ponto x;,; é obtido da mesma forma que através do método de

Newton:
_ f ()
f'(@)

Desta forma, o método da secante nao necessita a determinacao da derivada da funcgao

Tit1 = T

no ponto x;. Como desvantegem, este método precisa de dois pontos inciais para comecar
o processo iterativo e é bastante sensivel com relacao as condicoes adotadas.
Para o caso de um sistema de n equagoes, a matriz Jacobiana é aproximada de uma

forma semelhante:

F(Xi) — F(Xi_l)

J<Xi) B Xj — Xj-1
Por simplicidade, pode-se definir:
AFi = F(Xi) — F(Xifl) AXi = X — Xj-1

1Sugestao: mostre que esta aproximacao é um resultado de uma expansio em séries de Taylor truncada

no primeiro termo.



Assim, a relagao anterior pode ser dada por:
J(Xi) . AXi = AFI

Partindo de uma estimativa inicial para a matriz Jacobiana, pode-se usar a relagao
anterior para atualizar o valor de J(x;) a cada iteragdo do método de Newton. A principio,
a relacao anterior nao possui solucao tinica. O método de Broyden consiste em atualizar
a matriz Jacobiana de modo que o novo valor obtido J(x;;1) seja o mais proximo possivel
de J(x;) e que satisfaga a relacao anterior. Neste contexto, o termo “proximo” significa o

valor que minimiza a norma:
(1) = J (%)
Esta condicao implica que:

AFi - Jz;lAXi

T
AXiTAXi AXI

Ji=Ji1+

onde, por conveniéncia, definiu-se J;_1 = J(x;_1) e J; = J(Xj).

Para a utilizagao do método de Newton, a relagao anterior pode ser utilizada quando a
determinagao da matriz Jacobiana nao é trivial (quando as fun¢oes nao possuem derivadas
parciais conhecidas, por exemplo). No entanto, ndo elimina a necessidade da resolugao de
um sistema linear a cada iteracao. Como visto para o método de Newton modificado, uma,

maneira de evitar a resolucao do sistema é através do uso da inversa da matriz Jacobiana:
—1
Xir1 = X — J; F(x5)

Utilizando a formula de Sherman-Morrison em conjunto com a relacao anterior para
atualizar a matriz Jacobiana, pode-se obter uma relacao para atualizar a inversa da matriz

Jacobiana:

AFTAF;

As etapas envolvidas na resolucao de um sistema linear pelo método de Broyden podem

Jt=J"1+
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ser resumidas da seguinte forma:

e Considere um sistema linear com n equacoes da forma:

fl(xl,xg,a:g,...,xn) 0
T1,To, T3y ..., Tp 0

F(X) _ f2( 1 2 3 ) _
_fn(.Tl,l’g,l’g,...,l’n)_ _O_

4



e Utilize uma estimativa inicial para a solucao xy e para a matriz Jacobiana neste

ponto Jy (quando possivel, determine as derivadas parciais e avalie os valores em

x);
e Determine a inversa de Jy (J;);
e Com base em J; ', calcule x;:
x1 = X0 — J5 'F(xo)

e Atualize a matriz Jacobiana para obter J; *:

AXl — Jo_lAFl
AF;TAF,

Jl_l = JO_l —+ AFlTJ(]_l

Lembrando que AF; = F(x;) — F(xg) e Ax; = x3 — Xg, portanto, estes valores sao

conhecidos.

e Com base em J; !, determine xy:

X9 = X1 — Jl_lF(Xl)

e Atualize novamente a matriz Jacobiana para obter .J; ' e siga com o procedimento

até obter convergéncia.

Ezxzemplo 03: Utilize o método de Broyden para obter uma solucao aproximada para

o seguinte sistema nao-linear:

rT+y=23

2 +y* =9

Utilize como condigao inicial x° = (z, yo) = (1, 5).



