
Aula 03 - Sistemas Algébri
os Não-Lineares e Método

de Newton

Éliton Fontana

Como visto nas aulas anteriores, para um sistema linear existem três possibilidades

para a solução do sistema: a solução existe e é úni
a, não existe solução ou existem in-

�nitas soluções. Para sistemas envolvendo equações não-lineares, existem duas adi
ionais

possibilidades para a resolução do sistema. A primeira delas é que uma úni
a equação

pode não ter solução real, 
omo por exemplo a equação x2+1 = 0. Neste 
aso, a 
urva não

irá 
ruzar o eixo x em nenhum ponto, enquanto que uma reta ax+b = 0 irá eventualmente


ortar o eixo sempre que a 6= 0.

A segunda e mais signi�
ativa diferença entre sistemas lineares e não-lineares é que um

sistema não-linear pode ter um número �nito qualquer de soluções. Por exemplo, 
urvas

de�nidas por dois polin�mios podem se 
ruzar em n pontos, sendo que 
ada ponto 
orre-

sponde a uma solução do sistema. Estas 
ara
terísti
as fazem 
om que o 
omportamento

governado por sistemas de equações não-lineares seja, em geral, muito mais 
omplexo

que o governado por equações lineares. Além disso, a maioria dos métodos iterativos

utilizados para a resolução de sistemas não-lineares bus
a alguma solução do sistema, não

forne
endo informações sobre todas as possíveis soluções.

Apesar disto, equações não lineares surgem 
om frequên
ia na modelagem de diversos

problemas, 
omo por exemplo na área de reatores quími
os, em problemas envolvendo

distribuição de forças atuando em ângulos distintos e em diversos métodos de resolução

de equações diferen
iais. Estes problemas requerem que as equações não-lineares sejam

resolvidas, sendo que este pro
esso pode ser de�nido 
omo: Considerando uma função

ou um 
onjunto de funções não-lineares f(x), deve-se en
ontrar um valor de x = α tal

que f(α) = 0. Neste 
aso, as funções podem ser polinomiais ou trans
endentais. Além

disso, em um sistema 
om n equações, 
aso alguma delas for não-linear, os métodos para

sistemas lineares já não podem mais ser empregados.
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A maioria dos métodos de resolução de sistemas não-lineares são derivados a partir

de métodos de bus
a de raízes de equações não-lineares, 
omo por exemplo os métodos

de Newton, se
ante, et
. A seguir serão dis
utidas algumas 
ara
terísti
as gerais destes

métodos.

1 Cara
terísti
as Gerais dos Métodos de Bus
a de Raízes

O pro
esso de en
ontrar a raiz de uma equação não-linear, ou de forma equivalente a

solução de um sistema não-linear, envolve duas etapas. Primeiramente, deve-se delimitar

a solução a um intervalo espe
í�
o e na sequên
ia re�nar a solução até se obter um valor


om a pre
isão desejada.

A etapa de delimitação da solução 
onsiste em en
ontrar uma estimativa ini
ial para

a solução, que irá servir 
omo um ponto de partida para os métodos iterativos. Como 
o-

mentado anteriormente, um sistema não-linear pode apresentar múltiplas soluções, sendo

que qual destas soluções será obtida irá depender, na maioria dos 
asos, desta estimativa

ini
ial. Para o 
aso de uma úni
a função ou sistemas 
om pou
as equações, uma maneira

simples de obter uma estimativa ini
ial é através da análise do grá�
o das funções. Para

sistemas grandes, no entanto, este pro
edimento 
ostuma ser imprati
ável.

Em sequên
ia, a etapa de re�namento da solução envolve determinar a solução 
om a

pre
isão desejada através de algum pro
edimento adequado. Estes pro
edimentos podem

ser 
lassi�
ados em três 
ategorias:

1. Tentativa e erro: Estes métodos simpli�
ados 
onsistem basi
amente em 
hutar

uma solução ini
ial e veri�
ar se esta solução satisfaz as equações 
om a pre
isão

desejada. Caso não satis�zer, es
olhe-se outro valor. Este pro
edimento somente

fun
iona se uma solução aproximada já é 
onhe
ida.

2. Métodos de domínio fe
hado: São métodos que partem de dois valores que

englobam alguma solução do problema. Para o 
aso de um sistema f(x) = 0, pode-

se es
olher um valor a onde f(a) > 0 e outro valor b onde f(b) < 0. Considerando que

a função seja 
ontínua, 
om 
erteza existe alguma solução no intervalo [a, b]. Estes

métodos são muito robustos, pois garante que existe alguma solução no intervalo.

No entanto, o pro
esso de 
onvergên
ia pode ser muito lento. Exemplos de métodos

que utilizam este pro
edimento são os de falsa posição e bisse
ção.
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3. Métodos de domínio aberto: Esta 
lasse de métodos não mantém a solução presa

em um intervalo espe
í�
o. Como 
onsequên
ia, não são tão robustos quanto os de

domínio fe
hado e podem vir a divergir. No entanto, utilizam informações da própria

equação não-linear para aproximar a solução, sendo por isso 
onsideravelmente mais

e�
ientes que os de domínio aberto. Exemplos de métodos de domínio aberto são

os de Newton, se
ante e ponto-�xo.

Apesar de os métodos de tentativa e erro e de domínio fe
hado serem úteis para

en
ontrar raízes de equações, a sua apli
ação para a resolução de sistemas não-lineares

é bem restrita, sendo que os métodos de domínio aberto são mais fa
ilmente apli
ados

neste 
aso. Em parti
ular, os métodos de Newton e do ponto �xo podem fa
ilmente ser

estendidos para a resolução de sistemas não-lineares, 
omo será apresentado a seguir.

2 Método de Newton

O método de Newton é possivelmente o método mais 
onhe
ido e utilizado para a

solução de equações não-lineares. A seguir será apresentada uma breve revisão da apli-


ação do método para uma úni
a equação (problema de en
ontrar raízes) e na sequên
ia

será apresentada a expansão para sistemas.

2.1 Método de Newton para uma Equação

O método de Newton pode ser obtido diretamente através da expansão em série de

Taylor de uma função em torno de um ponto. Considere que se deseja en
ontrar os valores

de x que satisfazem a equação:

f(x) = 0

A expansão em série de Taylor de uma função f(x) em torno de um ponto x0 é dada


omo:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 +
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 + . . .

=
∞
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

Vale ressaltar que a expansão em série de Taylor é válida para prati
amente qualquer

função in�nitamente diferen
iável em x0. Neste 
aso, a função é dita analíti
a em x0.
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Considere agora que a expansão seja feita nas vizinhanças do ponto x0. Neste 
aso, a

diferença x−x0 é pequena e os termos (x−x0)
2, (x−x0)

3, . . . podem ser desprezados. Este

pro
esso lineariza a expansão, pois somente os termos de ordem até 1 são signi�
ativos.

Com isso, a expansão pode ser expressa 
omo:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

Pode-se utilizar a expressão a
ima para avaliar as raízes de f(x):

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0

Rees
revendo a equação anterior:

(x− x0) = −
f(x0)

f ′(x0)
→ x = x0 −

f(x0)

f ′(x0)

Assumindo que x = x0 seja uma raiz da equação, f(x0) = 0. A expressão anterior

pode ser utilizada para partir de um ponto x0 qualquer e bus
ar um valor de x tal que

f(x) = 0. De forma generalizada, o método iterativo de Newton é expresso 
omo:

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)

Na �gura a seguir é ilustrado 
omo o ponto xi+1 é 
al
ulado 
om base em xi. A

prin
ipal vantagem do método de Newton é utilizar o valor da derivada no ponto xi para

determinar o novo ponto xi+1.

Exemplo 01: Utilize o método de Newton para en
ontrar o ponto de interse
ção das

funções f(x) = e−x2

e g(x) = x.

R: x = 0.6529
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2.1.1 Problemas 
om o Método de Newton

Como pode ser observado no exemplo anterior, o método de Newton usualmente 
on-

verge rapidamente para a solução do problema. De fato, pode-se mostrar que para um

pro
esso 
onvergente para en
ontrar uma raiz x = a, o erro ei segue uma relação da forma:

ei+1 =
1

2

f ′′(a)

f ′(a)
e2i

o que indi
a que a 
onvergên
ia é de segunda ordem (quadráti
a).

No entanto, dependendo do valor ini
ial 
onsiderado, a relação anterior pode não ser

satisfeita. Neste 
aso, o pro
edimento iterativo pode 
onvergir para outra raiz, divergir

ou apresentar uma 
onvergên
ia muito lenta.

Como o método de Newton envolve o 
ál
ulo do termo f(xi)/f
′(xi), um problema

óbvio do método é que f ′(xi) deve ser diferente de zero. Mesmo quando f ′(xi) é somente

próximo a zero, a tendên
ia é que o ponto xi+1 resultará em um valor muito distante

de xi, o que pode fazer 
om que o método 
onvirja para outra solução ou tenha uma


onvergên
ia muito lenta. Além disso, dependendo do formato da função e das 
ondições

ini
iais empregadas, o método pode mesmo vir a divergir ou entrar em um loop in�nito,


omo ilustrado na �gura a seguir.

Além destes problemas, diversos outros fatores podem di�
ultar a 
onvergên
ia do

método de Newton, 
omo por exemplo raízes muito próximas, di�
uldade em en
ontrar

um 
hute ini
ial adequado, mal 
ondi
ionamento das equações não-lineares e a falta de


onhe
imento sobre a natureza das raízes (reais ou 
omplexas).

Em muitos 
asos, os problemas de 
onvergên
ia podem ser evitados utilizando um

método de amorte
imento da solução, de forma a fazer 
om que os valores de xi variem

menos entre uma iteração e outra. Isto pode ser 
onseguir através do uso de um parâmetro

de relaxação λi, es
revendo a relação para xi+1 
omo:

xi+1 = xi + λi

f(xi)

f ′(xi)
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O parâmetro λi deve ser de�nido no intervalo entre 0 e 1, sendo que quanto mais

próximo de 0. Valores abaixo de 1 tendem a fazer 
om que a solução seja mais lenta em


omparação 
om o método normal, porém podem evitar 
om que a solução divirja.

2.2 Método de Newton para Sistemas

Um sistema não-linear pode ser es
rito de forma geral 
omo:

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

.

.

.

fm(x1, x2, . . . , xn) = 0

Na forma vetorial, este sistema é expresso simplesmente 
omo:

F(x) = 0

Para o 
aso de funções de várias variáveis, a expansão em série de Taylor em torno

de um ponto leva em 
onta a dependên
ia 
om todas as variáveis. Por exemplo, para um

função f(x, y), a expansão em torno de um ponto (x0, y0) é da forma:

f(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x− x0) +

∂f

∂y
(y − y0)+

1

2!

(

∂2f

∂x2
(x− x0)

2 +
∂2f

∂x∂y
(x− x0)(y − y0) +

∂2f

∂y2
(y − y0)

2

)

+ . . .

Para uma função de n variáveis, a expansão pode ser expressa, de uma forma geral,


omo:

f(x) = f(x0) +∇f(x0) · (x− x0) +
1

2

(

(x− x0)
TH(f(x0)(x− x0))

)

+ . . .

onde x = (x1, x2, . . . , xn) e ∇f(x0) é o gradiente de f(x) avaliado em x = x0:

∇f(x0) =

(

∂f

∂x1
(x0),

∂f

∂x2
(x0), . . . ,

∂f

∂xn

(x0)

)

A matriz H(f(x0)) é 
hamada de matriz Hessiana de f(x), sendo também avaliada

em x = x0. Esta matriz é expressa 
omo:
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H(f(x0)) =





























∂2f

∂x2
1

(x0)
∂2f

∂x1∂x2
(x0) . . .

∂2f

∂x1∂xn

(x0)

∂2f

∂x2∂x1
(x0)

∂2f

∂x2
2

(x0) . . .
∂2f

∂x2∂xn

(x0)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂2f

∂xn∂x1
(x0)

∂2f

∂xn∂x2
(x0) . . .

∂2f

∂x2
n

(x0)





























Considerando novamente que as distân
ias x− x0 são pequenas, pode-se desprezar os

termos de alta ordem e linearizar a função em torno de x0:

f(x) = f(x0) +∇f(x0) · (x− x0)

Apli
ando este 
on
eito para todas as funções do sistema não-linear apresentado an-

teriormente, o sistema pode ser expresso 
omo:

f1(x1, x2, . . . , xn) = f1(x0) +∇f1(x0) · (x− x0) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn) = f2(x0) +∇f2(x0) · (x− x0) = 0

.

.

.

fm(x1, x2, . . . , xn) = fm(x0) +∇fm(x0) · (x− x0) = 0

Na forma vetorial, este sistema pode ser expresso 
omo:

F(x0) +

















∇f1(x0)

∇f2(x0)
.

.

.

∇fm(x0)

















· (x− x0) = 0

O vetor formado 
om o gradiente das funções f1(x), f2(x), . . . , fm(x) forma uma matriz


hamada de matriz Ja
obiana (J(x)) do sistema. Neste 
aso, 
omo as derivadas são

avaliadas em x0, a matriz Ja
obiana é expressa 
omo:

J(x0) =

















∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn

















Usando a de�nição da matriz Ja
obiana, o sistema pode ser expresso 
omo:

F(x0) + J(x0) · (x− x0) = 0
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De forma semelhante ao realizado para uma úni
a equação, pode-se expressar a relação

anterior 
omo um pro
essos iterativo:

J(xi) · (xi+1 − xi) = −F(xi)

Para fa
ilitar a resolução, pode-se de�nir um vetor deslo
amento hi = xi+1 − xi:

J(xi) · hi = −F(xi)

A partir da resolução do sistema linear, obtém-se o vetor deslo
amento e na sequên
ia

os valores de xi+1 podem ser então avaliados.

Neste 
aso, a solução é um vetor e não um es
alar. Assim, pode-se partir de um

vetor ini
ial x0, determinar os termos F(xi) e J(xi) e na sequên
ia obter o valor da nova

solução xi+1. É importante desta
ar que a etada de obtenção de xi+1 sempre irá envolver

a resolução de um sistema linear.

Uma maneira de evitar a solução do sistema linear é expressar a relação anterior 
omo:

xi+1 = xi + J−1(xi)F(xi)

Nesta forma, porém, é ne
essário determinar a inversa da matriz Ja
obiana para 
ada

iteração. Caso a matriz Ja
obiana for singular (não possuir inversa), o método de Newton

falha e não pode ser usado para obter a solução. Uma matriz é singular se o seu deter-

minante for igual a zero, portanto esta é uma maneira simples de avaliar se o método de

Newton pode ser empregado.

Os 
ritérios que garantem que o método de Newton será ou não 
onvergente depen-

dem de diversos fatores, porém de forma geral pode-se dizer que o método tende a ser


onvergente para qualquer 
hute ini
ial su�
ientemente próximo da solução que se está

bus
ando.

Exemplo 02: En
ontre a solução do seguinte sistema não-linear, usando 
omo 
ondição

ini
ial x = (0, 1):

x2
1 + x2

2 − 4 = 0

x1x2 − 1 = 0

Exemplo 03: Utilize o método de Newton para obter a solução do seguinte sistema
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não-linear. Utilize 
omo solução ini
ial x
0 = (1, 0, 1)

x2 + y2 + z2 = 5

x2 + y3 − z = 0

x+ z = 3
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