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1 Revisao sobre Sistemas de Equacoes

Algébricas Lineares

A aplicacao de leis fisicas na modelagem de sistemas de interesse em muitos casos orig-
ina um conjunto de equacoes algébricas lineares que devem ser resolvidas simultaneamente.
Além disso, métodos de resolucao de equacoes diferenciais com frequéncia levam a transfor-
macao das equagoes diferenciais em um conjunto de equacoes algébricas que podem ser entao
resolvidas. Por exemplo, os métodos de diferencas finitas e de volumes finitos consistem em
dividir o dominio de solucao em um conjunto de pequenos elementos discretos, sendo para
cada elemento atribuida uma equacao algébrica. Este processo, chamado de discretizagao,
sempre origina um conjunto de equacoes algébricas lineares.

E fundamental conseguir definir quando um sistema de equacdes algébricas lineares possui
alguma solugao (ou seja, é consistente) e se essa solugao é tnica ou envolve um certo nimero
de parametros arbitrarios. O estudo de sistemas de equacoes algébricas lineares é um dos
topicos fundamentais da algebra linear. A seguir serd apresentada uma breve revisao da

teoria basica de sistemas lineares e de sua resolucao pelo método de eliminacao de Gauss.

1.1 Conceitos Preliminares

Em muitos casos, deve-se buscar solucoes para problemas do tipo:

flx) =0

Quando a fungdo f(z) possui a forma f(z) = a,2" + a, 12" + ... + a17 + ay a equagio ¢

chamada de algébrica (ou polinomial). No caso onde n = 1, a equagao é linear, enquanto

que para casos onde n > 1 a equagdo é nao-linear. Quando a funcao f(x) nao pode ser
X

expressa como um polindémio, a equagao é dita transcendental (por exemplo, sin(z), e”,...)

e possui um comportamento nao-linear.



A equacao anterior possui somente uma variavel x, porém com frequéncia os problemas
envolvem mais de uma varidvel e um sistema de equagoes acoplado. Neste momento, sera
considerado somente o caso onde todas as equacoes que foram o sistema sao lineares, de

modo que sistema com m equagoes e n variaveis pode ser expresso como:

1121 + a19T2 + ... + a1,T, = by

A21T1 + G22T2 + ...+ Aoy = bg

Am1T1 + QpaX2 + . .. + CGpp Ty = bm

O sistema anterior pode ser escrito de diferentes formas, dependendo da conveniéncia. Por

exemplo, pode ser expresso na forma vetorial:

11 Q12 Q1n by
21 22 Q2n, by
T+ ] To+ ...+ ] Ty =
am1 Am2 Amn bm

A expressao acima pode ainda ser simplificada definindo-se os vetores a, dos coeficientes
que multiplicam cada uma das variaveis, bem como os termos nao-homogéneos (aqueles que

nao multiplicam nenhuma das variaveis):

a1x1+a2x2+...+anxn:b

onde:
a1 12 A1n by
a21 22 A2n bo
a; = ' as = ' a, = ' b=
am1 Am2 Amn bm

Quando todos os termos do vetor b sao nulos, o sistema é chamado de homogéneo,
enquanto que no caso onde pelo menos um dos termos b, é diferente de zero, o sistema é
chamado de nao-homogéneo.

Na maioria dos casos, o mais conveniente é expressar os coeficientes na forma de uma

matriz A:

Ax=DbD



onde A é uma matriz m x n definida como:

ayj; a2 ... Qin

921 Ao9 ... QA9p
A =

Am1 QGm2 -+ Qmn

O vetor x contém todas as variaveis do sistema linear:

X1

X2

T

Na maioria casos, a matriz A e o vetor b sao conhecidos e deve-se determinar o vetor x
que satisfaga a igualdade. Uma sequéncia de numeros s = (s1, S2, ..., Sy) € dita solucao do
sistema linear se cada uma das m equagoes é satisfeita quando x; = s1, T9 = $o € assim
sucessivamente. Se existirem uma ou mais solucoes s, o sistema ¢ dito consistente e o
conjunto de todas as possiveis solugoes é chamado de conjunto de solugoes. Caso existir
somente um vetor s que satisfaz a equacao, esta solucao é chamada de inica.

Considere o caso simplificado onde m =n = 1:
a;ry = by

No caso genérico onde aj; # 0, a equagio anterior admite a solugdo tnica x; = by /a1, porém,
se a1 = 0 existem duas possibilidades: se b; # 0 entao nao existe nenhum valor de x; que
satisfaca a equacao, portanto a equacao nao possui solucao. Caso b; = 0 entao a equacao se
torna Ox; = 0 e qualquer valor de x; satisfaz a equacao, portanto existem infinitas solugoes.
Apesar de simples, esta equagao estabelece um padrao que pode ser observado para qualquer
sistema [linear: ird existir 1 solugcao, nenhuma solucao ou infinitas solucoes. Para sistemas
de dimensoes superiores, este comportamento pode ser facilmente entendido analisando as

equagoes do ponto de vista geométrico, como serd apresentado a seguir.

1.2 Interpretacao Geométrica do Sistema Linear

Considere o caso agora onde m =n = 2:

a1171 + ajpxy = by

2171 + a22x2 = by
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Considerando que a7 ou ais sejam diferentes de zero, entao a primeira equacao define
uma reta no plano (x1,z), sendo que qualquer ponto sobre esta reta é uma solu¢ao para
esta equacao. De forma semelhante, se as; ou ase sao nao-nulos, a segunda equacgao forma
uma reta e os pontos sobre esta reta sao solugao para esta equacao.

A partir disto, existem trés possibilidades para a solucao do sistema composto pelas duas
equacoes. No primeiro caso, as retas podem se interceptar em um tdnico ponto P, de modo
que o sistema de equagoes ird admitir somente uma solu¢ao (ou seja, existe somente um
conjunto de valores 1, xs que satisfaz as duas equagbes ao mesmo tempo). A segunda
possibilidade é que as retas sejam paralelas e nao se interceptem em nenhum ponto. Neste
caso, nao havera solugao para o sistema linear (o sistema é inconsistente). Por tltimo, as
retas podem ser coincidentes, de modo que qualquer ponto sobre as retas ira satisfazer ambas
as equagoes e portanto o sistema possui infinitas solucoes. Estas possibilidades sao ilustradas

na figura a seguir.

X L1 Xy L1 Xa A LI, L2

/ -n ey g / 5

(a) Solugao unica (b) Sem solugéo (c) Infinitas Solugdes

Anteriormente, assumiu-se que, por exemplo, a;; ou ajs eram nao nulos. Caso ambos
valores forem nulos, o comportamento do sistema ird depender do valor de b;. Se b; # 0,
entao a primeira equacao nao possui solucao e como consequéncia o sistema também nao
possui solucao. Porém, se by = 0, entao qualquer valor de z; e xy satisfaz a primeira
equagao, sendo que o conjunto de solucoes da segunda equagao também serd solucao do
sistema e portanto existem infinitas solucoes.

Uma anélise similar pode ser aplicada para sistemas de maior ordem. Por exemplo, para
um sistema com m = n = 3 as solugoes de cada uma das 3 equacoes serd um plano no
espaco cartesiano x1,rs, r3. Novamente, os trés planos podem se interceptar em um ponto
tinico (tnica solugao), em infinitos pontos (infinitas solugdes) ou nao se interceptarem (sem
solugdo). De forma geral, para um sistema com m = n > 4, as solugdes representam

hiperplanos em um espaco n-dimensional.



1.3 Solucado de Sistemas Lineares por Eliminacdo de Gauss

Como visto anteriormente, um sistema linear pode ser expresso em sua forma matricial

comao:

Ax=Db

O método de eliminacao de Gauss é um dos algoritmos mais simples utilizados para a
resolucao de sistemas lineares. O método consiste basicamente em transformar uma matriz
A m xn com m = n em um matriz triangular superior através de operagoes no sistema que
nao alterem a igualdade. O método também pode ser usado para casos onde m # n, porém
neste caso a matriz obtida nao serad triangular.

O primeiro passo para a resolucao do problema com o método de eliminagao é a obtencao
da matriz aumentada A|b que representa o sistema. Esta matriz consiste na jun¢io da
matriz A com a parte nao-homogénea b. Para um sistema com m equacgoes e n variaveis, a

matriz aumentada é expressa como:

a1 a12 N AT bl

921 929 ... QAop b2
Alb =

Aml @m2 - Gmn | b

A linha vertical é adicionada somente por conveniéncia. Para a resolucao com o método
de Gauss, deve-se zerar todos os elementos abaixo da diagonal principal da matriz A, de

modo a se obter uma matriz aumentada com o seguinte formato:

ayy Gz ... Qi | by

0 a co. Qo | D

A|b* _ 22 2 2
0 0 ... Gun|bm

Neste formado, a matriz é chamada de matriz escalonada. As seguintes operacoes
elementares podem ser aplicadas na matriz aumentada original sem alterar a igualdade do
sistema:

1 - Adicao de uma linha com outra linha;

2 - Multiplicacao de uma linha por uma constante nao-nula;

3 - Troca de posicao entre duas linhas.



Cabe ressaltar que estas operagoes podem ser aplicadas somente nas linhas da matriz e
nao nas colunas. A partir da obtencao da matriz escalonada, pode-se facilmente obter a

solucao do sistema linear através da retro-substituicao no sistema linear.

Ezercicio 01: Resolva o seguinte sistema linear utilizando o método de eliminagao de

Gauss.
T1+ Ty — Ty = 1

3r1+x0+23=9
$1—5L’2+4l‘3:8

A primeira etapa é definir a matriz aumentada com base nos coeficientes:

1 1 =111
Ab"=|[3 1 119
1 -1 4 |8

A partir deste ponto, pode-se fazer qualquer uma das operacoes listadas anteriormente até
se obter a matriz escalonada. Por exemplo, multiplicando a primeira linha por 3 e subtraindo

da segunda linha (Ly — Ly — 3L4), obtém-se:

1 1 =11
Ab" =0 -2 4 |6
1 -1 4 |8

Fazendo agora a terceira linha menos a primeira (L3 — L3 — Lq):

11 —1]1
Ab* =0 -2 4 |6
0 -2 5|7

Por tltimo, pode-se subtrair a segunda linha da terceira (Ls — L3 — Ls)

1 1 =111
Ab" =0 -2 4 |6
0 0 11

Assim, o sistema linear inicial pode ser escrito como:

$1+[L’2—I3:1
—x2—|—4x3:6
LL’3:1
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Partindo-se da tdltima equacao e avancando até a primeira, pode-se facilmente determinar
a solucao do sistema:
r3 =1 To = —1 T =3
Para saber se esta é mesmo uma solugao do problema, basta substituir os valores obtidos

no sistema original e averiguar se as equacoes sao satisfeitas:

$1+£C2—.Z’3:3—1—1:1
3r1+a2+23==33)—1+1=9

Portanto, os valores obtidos sao uma solucao do sistema.

Neste exemplo, obteve-se uma solucao tdnica para o sistema. Porém, como discutido
anteriormente, podem haver casos onde nenhuma solucao ou infinitas solucées sao obtidas.
Por exemplo, considere o seguinte sistema linear:

221 + 3w — 2253 = 4
Ir, — 2.1’2 + T3 — 3
7ZE1 — T3 = 2
Aplicando operagoes elementares nas linhas da matriz aumentada, pode-se mostrar que

este sistema pode ser escrito como:

25131 +3.le2 — 2.7}3 =4
—7513'2/2 + 21’3 =1
—7ZE2/2 + 21’3 = —4

Assim, a segunda e a terceira equacao estabelecem igualdades que nao podem ser satisfeitas
a0 mesmo tempo, portanto o problema nao possui solucgao.

De forma semelhante, quando existirem mais variaveis do que equagoes (n > m), ndo sera
possivel obter uma solugao explicita para cada variavel, de modo que a solucao do problema
ird conter parametros em aberto (que podem assumir qualquer valor) e assim o sistema ira
possuir infinitas solugoes.

Na maioria das situacoes, sistemas sem solucao ou com infinitas solu¢oes nao possuem
significado fisico consistente. Por isso, deve-se garantir que os sistemas obtidos (por exem-
plo, na discretizacdo de uma equagao diferencial) possuam solugao tinica. Para definir os
casos onde o sistema possui solucao tinica, é necessario primeiramente rever os conceitos de

independéncia linear e posto de uma matriz.
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1.4 Independéncia Linear e Posto de uma Matriz

Considere um conjunto de m vetores a, as, . . ., a,, com o mesmo nimero de componentes.

Uma combinacao linear destes vetores ¢ uma expressao da forma:
c1a1 + cas + ...+ cpam
onde ¢y, co, ..., Cyp 820 escalares. Considere agora a equagao
c1a; + cras + ...+ cpam =0

Uma possibilidade de satisfazer esta igualdade é definir todos os escalares ¢y, co, ..., ¢, = 0.
Se esta for a tnica forma possivel de satisfazer a igualdade, entao os vetores ay,as, ..., am
formam um conjunto linearmente independentes (L.I.).

Se a equacao puder ser satisfeita com pelo menos um dos escalares sendo nao-nulos, entao
ao menos um dos vetores pode ser escrito como uma combinagao linear dos demais e portanto
é linearmente dependente (L.D.). Por exemplo, considere que ¢; # 0, a equagao anterior
pode ser escrita como:

Co Cm

A; — ——ag — ... — —apny
1 C1

Ou seja, a; é uma combinacao linear dos demais vetores.

Como visto anteriormente, quando escrito na forma matricial, cada equacao passa a ocupar
uma linha da matriz. O nimero méaximo de linhas linearmente independentes (equivalente
ao namero maximo de equagoes L.I.) é chamado de posto (rank) da matriz. O posto de
uma matriz ¢ invariante em relacao as operacoes elementares apresentadas anteriormente.
Por isso, uma das maneiras de determinar o posto da matriz é reduzir ela para a forma
escalonada e observar quantas linhas nao nulas sao obtidas. Além disso, pode-se mostra que
o posto de uma matriz A e o posto de sua transposta AT sao iguais.

Com base nos conceitos de dependéncia linear e posto de uma matriz, pode-se enunciar
0s seguintes teoremas:

Teorema 01: Considere p vetores com cada um possuindo n componentes. Estes vetores
sao linearmente independentes se a matriz formada utilizando estes vetores como linhas
possuir um posto p. Em contrapartida, se estes vetores sao linearmente dependentes, entao
o posto da matriz ser4 menor que p.

Teorema 02: Considere p vetores com cada um possuindo n componentes. Se n < p,

entao estes vetores sao linearmente dependentes.

12



Em analogia com os sistemas lineares, o Teorema 02 é equivalente a dizer que se existirem
mais varidveis do que equacoes, algumas das equacoes serao linearmente dependentes. Outra
forma de entender este teorema ¢ analisar um espaco vetorial. Por exemplo, um espaco no R?
(como um sistema cartesiano x,y, z) serd completamente definido por trés vetores LI (por
exemplo (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)). Qualquer outro vetor neste espaco podera ser escrito

como uma combinacao linear destes.

1.5 Existéncia e Unicidade para Sistemas Lineares

Com base no conceito de posto de uma matriz, pode-se enunciar os seguintes teoremas
sobre a existéncia e unicidade da solucao de sistemas lineares.

Teorema 03 - Existéncia: Um sistema linear de m equacoes e n varidveis da forma:
Ax=Db

possui solu¢ao (ou seja, é consistente) se e somente se a matriz dos coeficientes A possuir o

mesmo posto que a matriz aumentada A|b.

De modo geral, o Teorema 03 implica que a adicao do vetor b como tultima coluna nao
altera a quantidade de linhas L.I. presentes na matriz. Como enunciado anteriormente, o
posto de uma matriz e de sua transposta sao equivalentes. Assim, pode-se interpretar o
teorema acima como sendo equivalente a afirmar que a coluna b deve ser L.D. com relacao
as demais colunas da matriz aumentada. Por exemplo, considere um sistema com m =n = 2,
por simplicidade:

a1y + appTy = by
171 + 2Ty = by

A matriz aumentada e sua transposta podem ser escritas como:

b 11 Qa2

aix @12 | 01 T

A|b: A|b = Q12 A2
as Qg | be

by b

Assumindo que o sistema possui solucao, entao existem valores x; e x5 que satisfazem o
sistema linear. Isto implica que a terceira linha da matriz transposta (L3) pode ser escrita

como uma combinagao linear das outras duas linhas (L1 e L2), da forma:

L3 = Llxy + L2z

13



Assim, a linha L3 é L.D. Caso nao existirem valores x; e x5 que possibilitem esta operacao,

o sistema nao possui solugao.

Teorema 04 - Unicidade: Um sistema linear de m equagoes e n variaveis da forma:
Ax=Db

possui solucao tnica se e somente se o posto da matriz dos coeficientes A e o posto matriz
aumentada A|b forem iguais a n. Se o posto destas matrizes for menor que n, o sistema
possui infinitas solucoes. Considerando que as matrizes possuam um posto r, estas infinitas
solugoes podem ser expressas em termos de n —r parametros arbitrarios, ou seja, irao formar
um espacgo de dimensao n — r. Por exemplo, se n —r = 1, a solucoes irao depender de um
parametro e serao representadas como uma reta, se n —r = 2 irao depender de 2 parametros

serao representadas por um plano e assim sucessivamente.

O Teorema 04 pode ser também expresso da seguinte forma: um sistema linear ird possuir
solucao tnica somente quando existir uma equacao L.I. para cada variavel desconhecida. Este
teorema pode ser analisado de forma diferente para sistemas homogéneos e nao-homogéneos.

Considere um sistema homogéneo da forma:
Ax =0

Este sistema sempre ird admitir a solucao trivial x = 0. Pelo Teorema 04, se o posto r
de A for igual ao nimero de varidveis n, entao esta é a tnica solugao possivel. Solugoes
nao-triviais irao existir se e somente se r < n, sendo que neste caso as solucoes irao formar
um espago vetorial de dimensdo r — n (conhecido como espago de solucdo).

Considere agora um sistema nao-homogéneo da forma
Ax =D

Além dos teoremas de existéncia e unicidade apresentados anteriormente, pode-se apre-
sentar o seguinte teorema para este tipo de sistema:

Teorema 05: Se um sistema nao-homogéneo é consistente, entao todas as suas solucoes
podem ser obtidas da forma:

X = Xp + Xg

onde x;, ¢ a solugao do problema homogéneo associado e x ¢ alguma solucao do problema

nao-homogéneo.

14



Como visto, o Teorema 05 é equivalente ao teorema que garante a solugao de EDO’s de
segunda ordem nao-homogéneas.

Resta agora uma questao a ser avaliada: como posso determinar o posto da matriz A para
garantir que o sistema possui solucao tnica?

Uma maneira de responder esta pergunta é simplesmente aplicando o método de eliminagao
de Gauss e buscando uma solucao para o problema. Porém, uma estratégia mais sensata é
primeiramente determinar se o problema possui solucao para depois tentar encontra-la.

Na grande maioria dos casos, estaremos trabalhando com casos onde m = n, ou seja, tem-
se o mesmo ntmero de equagoes e variaveis. Os métodos de resolucao de EDP’s; por exemplo,
sempre irdo gerar sistemas com m = n. Assim, a matriz dos coeficiente A usualmente sera
uma matriz quadrada. Neste caso, pode-se determinar se a matriz possui alguma linha L.D.
calculando o determinante da matriz A. Com base nisso, pode-se enunciar o seguinte
teorema:

Teorema 06: Uma matriz quadrada A n X n possui posto n se e somente se:

det A #0

Ezxzemplo 02: Determine se o seguinte sistema linear possui solucao tinica. Caso possuir,

encontre a solugao.

[E1+3ZE2+5ZL’3:14
201 — 9 — 33 =3

4$1+5l’2—5€3:7

Primeiramente, deve-se avaliar se o problema possui solucao. Para isso, pode-se avaliar o

determinante da matriz dos coeficientes:

1 3 5
A=|2 -1 -3
4 5 -1

det A = (1)(=1)(=1) + 3)(=3)(4) + (5)(2)(5) = (B)(=D(#) — 3)(2)(=1) = (1)(=3)(5)
det A=1-36+50+204+6+ 15 =56

Portanto, o determinante é diferente de zero, o que implica que a matriz é L.I.

15



Avaliando a matriz aumentada para aplicar o método de reducao de Gauss:

1 3 5|14
Ab=|2 -1 3|3
4 5 -1|7

Zerando os termos na primeira coluna:

1 3 5 | 14
Ab=|0 -7 —-13|-25
0 —7 —21|-49

Deixando agora a matriz na forma escalonada:

1 3 5 | 14
Ab=|0 -7 —-13|-25
0 0 -8 |-24

Assim, o sistema linear pode ser escrito como:

T, + 3x3 + Dz = 14 — Ty =05
—Txy — 13[1)3 = —25 — Tog = —2
—81’3 =24 — T3 = 3
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Lista de Exercicios 01 - Sistemas Lineares Algébricos

1) Avalie se os seguintes sistemas lineares possuem solu¢ao unica, infinitas solugdes ou nao

possuem solucao. Caso possuirem solucao tnica, encontre esta solucao e verifique se esté

correta substituindo os valores encontrados no sistema linear.

a)

20 =3y =1

or+y=2
b)

2 -3y =1

dr — 6y = 2
c)

r—2y=1

20 — 4y =4
d)

1+ 225+ 323 =4
5:131 + 61’2 + 71’3 =38
921 4+ 10z + 1123 = 12

)

2x1—3x2+4x3:2
41 4+ x5 + 203 = 2

x1—$2+3m3:3

f)
Ty — Ty +2w3+ x4 = —1
201 + o+ a3 — 714 = 4
T1+ 219 — 23 — 224 =D
r1+x3=1
g)

ZL’1+ZL'2+1’3:0
$1—2$2—|—25E3:4

SC1+2372—.133:2

02) Determine para quais valores de A os seguintes sistemas homogéneos possuem solugao

nao-trivial. Encontre as solucoes nao-triviais associadas a cada valor de A, definindo um

numero necessario de constantes.

a)

20 +y = \x
r+2y=M\y

(R): possui solucdo nao-trivial somente se

20 —y = Ax
—z+2y =My

(R): possui solu¢do nao-trivial somente se

A=1ou A =3. Para A =1, asoluciko é¢da A =1ou A =3. Para A = 1, a solucao é da
forma x = ¢,y = —c, onde ¢ é uma constante e forma x = ¢,y = ¢, onde ¢ é uma constante e

para A = 3, a solucao é da forma z = ¢,y = c. para A = 3, a solucgao é da forma z = ¢,y = —c.
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2 Algoritmo de Thomas e Métodos

Iterativos

Como visto no capitulo anterior, métodos de eliminagao direta, como o método de Gauss,
podem ser aplicados para a resolucao de sistemas de equacoes algébricas lineares. Diversos
outros métodos sao muito utilizados, como os métodos de Gauss-Jordan, fatoracao LU e da
matriz inversa. Estes métodos estao baseados em processos de eliminacao de determinados
termos da matriz dos coeficientes através de operagoes algébricas que nao alterem o sistema.

Apesar de ndo haver uma regra geral, os métodos de eliminacao costumam ser aplicados
quando as seguintes condigdes sao satisfeitas: (a) o nimero de equagoes é pequeno (menos de
100), (b) a maioria dos coeficientes da matriz A sdo nao-nulos, (¢) a matriz dos coeficientes
nao é predominantemente diagonal ou (d) o sistema de equagoes é mal condicionado (quando
pequenos mudancas nos parametros de entrada causam grandes mudancas nos resultados
obtidos).

A principio, os métodos de eliminacao poderiam ser aplicados para qualquer sistema.
No entanto, existem alguns problemas que limitam a utilizacao destes métodos para certas
classes de problemas, especialmente envolvendo um grande nimero de equagoes. Nestes
casos, é necessario um nimero muito grande de operagoes para se obter a matriz escalonada,
o que faz com que os erros de arredondamento sejam muito significativos.

De modo geral, a utilizacao de métodos iterativos é mais adequada para a resolucao de
sistemas com muitas equacoes onde nao existe uma forma adequada de controlar o erro.
No entanto, quando a matriz possui alguns formatos especificos, a utilizagao de métodos de
eliminacao proprios para cada formato pode permitir a resolucao de forma simples, com um
erro associado baixo e com um gasto minimo de memoria computacional. Em particular, sao
de especial interesse as matrizes tridiagonais, pois estas surgem com frequéncia na resolugao
de EDP’s e podem ser resolvidas facilmente com um método de eliminacao chamado de

algoritmo de Thomas, como serd apresentado a seguir.
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2.1 Matrizes Tridiagonais e o Algoritmo de Thomas

Uma matriz é dita tridiagonal quando possui uma largura de banda igual a 3, ou seja,
somente a diagonal principal e os elementos vizinhos acima e abaixo sao nao-nulos. Este tipo
de matriz surge naturalmente na resolucao de PVC’s pelo método de diferencas finitas de
EDP’s através de métodos implicitos. De forma geral, um sistema linear tridiagonal n x n

pode ser expresso como:

a; a2 0 0 0 0 0 0 T by
Q91 Q22 a3 O 0 0 0 0 To by
0 ags ass3 asa O 0 0 0 T3 b3
0 0 a4 aus aup 0 0 0 T4 | = | by
0 0 0 0 0 ... Gu1pn-2 Gpnoin—1 Gn-in| |Tn-1 b1

I 0 0 0 0 0o ... 0 (-1 Gnn | | T | I by, |

Para resolver este tipo de sistema, pode-se utilizar uma versao simplificada do método de
eliminagao de Gauss conhecida como algoritmo de Thomas. Como todos os elementos da
primeira coluna abaixo da segunda linha sao nulos, o inico elemento que precisa ser eliminado

nesta coluna é ag;. Assim, pode-se fazer a seguinte operacao elementar na segunda linha:
L2+ L2 — (agl/au)Ll
onde L2 representa a linha 2 e L1 a linha 1. Com isso, a linha 2 passa a ser escrita como:

0 022—(6121/@11)@12 923 0O 0 ... 00 O]

De forma similar, para deixar a matriz no formato triangular, na coluna 2 somente o
termo ago precisa ser eliminado, na coluna 3 somente o termo a3 e assim sucessivamente.
Como visto no exemplo para a primeira coluna, somente o elemento da diagonal superior sera
alterado pelo processo de eliminacao (o elemento acima nao sera afetado pois sera descontado
o valor de zero).

De maneira generalizada, os elementos da diagonal principal ap6s a eliminacao passam a

ser avaliados como:

aé,i = Qj; — (ai,i—l/ai—l,i—l)ai—l,i (1=2,3,4,...,n)

19



onde o sobrescrito ’ é utilizado para destacar o valor novo, obtido apés o procedimento.
Como discutido na aula anterior, as operacoes elementares utilizadas nos método de elimi-
nacao sao aplicadas na matriz aumentada, levando em conta também a parte nao-homogénea
do sistema. Por isso, as operacoes que afetam a diagonal principal também irao afetar o vetor

b. Assim, os elementos deste vetor passam a ser avaliados como:
/ .
by =b; — (a;i—1/a;—1,i-1)bi—1 (1=2,3,4,...,n)

Com isso, pode-se construir uma matriz triangular A’ e o sistema linear pode ser reescrito

CcOo1mao:

-an a2 0 0 0 0 0 0 17 T ] [ b} |
0 dby azs 0 0 0 0 0 Ty 5
0 0 diy agy O 0 0 0 3 5
0 0 0 day ap 0 0 0 xy | = | b
0 0 0 0 0 0 @), 1py Gnoim| [Tt by

(00 0 0 0 .0 0 A | Lo | | B0

A partir deste sistema, a solucao x pode ser avaliada, partindo do tltimo elemento x,, e

avancando até o primeiro:
z; = (b — aj ;1 2i1) /), i=n—1n—-2n-3,...1
Uma das principais vantagens do algoritmo de Thomas é sua facilidade de implementacao.

A estrutura do codigo pode ser dividida em duas partes:

(a) Substituicio: '

Para:=2 até n:
€ = @i,i—l/@i—l,i—l
Qi3 = Q5 — €;Aj—14

by = b; —e;biq

1O vetor e; s6 é utilizado para facilitar a implementacdo, ndo sendo necessario digitar os valores mais de

uma vez.
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(b) Resolugao: *
Tp = bn/an,n
Parat=n—1atél:

X = (bi - ai,z‘+1Ii+1)/Clz‘,i

E importante observar que o contador na etapa (b) é decrescente, por isso, os valores x;

ja sao conhecidos quando z; esta sendo calculado.

Ezxemplo 01: Através da aplicacao do método de diferencas finitas, obteve-se o seguinte

conjunto de equagoes para avaliar a distribuicao de temperatura 7; ao longo de um objeto:

T1 :O
Tii1— 24+ *A2*)T; + Ty =0 i=2,34
T5: 10

Considerando que o = 4 e Az = 0.125, utilize o algoritmo de Thomas para encontra os
valores de T;.

R:T=(0 1.451 3.266 5.896 10)T

2.2 Meétodos lterativos para Sistemas Lineares

O algoritmo de Thomas, apesar de muito simples, esti restrito a matrizes estritamente
tridiagonais. Quando o sistema nao possui este formato e a utilizacado dos métodos de elimi-
nacao nao é conveniente, costuma-se utilizar métodos iterativos para a resolucao do sistema
linear. Estes métodos sao particularmente tteis para avaliar matrizes muito esparsas (com
muitos elementos iguais a zero), pois neste caso os métodos tendem a convergir rapidamente.

Para iniciar os métodos iterativos, deve-se assumir uma solugao inicial x' (chute inicial).
Através de alguma estratégia especifica de cada método, este vetor é entao corrigido para
um valor aprimorado x?. Este processo ¢ entao repetido (iterado) até que a diferenga entre o
vetor obtido e o anterior seja menor que um valor especificado. Este processo é convergente
se cada iteracao produz um valor que se aproxima cada vez mais da solucao exata conforme

o numero de iteracoes aumenta. O ntumero de interagoes necessirias para se atingir um

2Nesta etapa, o contador deve ir na direcdo do ultimo elemento até o primeiro, ou seja, com passo -1.
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determinado critério de convergéncia estabelecido depende de varios fatores, podendo-se

destacar:

e O formato da matriz dos coeficientes. Matrizes com superior dominancia diagonal

convergem mais rapidamente;
e O método de iteracao utilizado, ou seja, a forma como a solucao inicial é corrigida;

e A solucao inicial assumida. Quanto mais proximo da solugao exata, mas rapidamente

o método ird convergir;
e O critério de convergéncia estabelecido.

Dentre os métodos iterativos mais simples para a resolucao de sistemas lineares, pode-se

destacar os de Jacobi e Gauss-Siedel. O método de Jacobi sera apresentado a seguir.

2.2.1 Método de Jacobi

O método de Jacobi é o método iterativo mais simples para a resolucao de sistemas lineares.
Apesar de apresentar uma convergéncia relativamente lenta, o método funciona bem para
sistemas esparsos com grande dominancia diagonal, ou seja, onde os elmentos da diagonal
principal sao muito maiores que os demais elementos da mesma linha. No entanto, este
método nao funciona em todos os casos. Em particular, uma condi¢ao necessaria é que
todos os elementos da diagonal principal sejam nao nulos. Quando algum elemento é nulo,
pode-se eventualmente resolver o problema trocando-se a ordem das linhas (lembrando que
esta é uma operagao elementar que ndo altera o sistema).

Counsidere novamente o sistema linear da forma:

a; a2 ... QAip W5l bl
g1 Q22 ... Q2q T2 by
Ap1 Ap2 ... Gpp L, bn

Assumindo que todos os termos a;; sao todos nao-nulos, a solucdo deste sistema linear
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pode ser dada por:

1
Xy = _(bl — Q12T2 — Q133 — ... — alnxn)
a1
1
To = —(b2 — G211 — Q2373 — ... — a2nxn)
22
1
Tp = (bn — Qp1T1 — ATy — ... — an,nflxn71>
a’l’LTL

Como pode ser visto, para determinar o valor de algum termo x;, é preciso conhecer todos

os outros valores z;, j # . O método de Jacobi consiste em assumir um valor inicial para

o vetor x!, substituir no lado direito das equacoes anteriores, encontrar um novo valor x>

k k+1

e continuar com este processo até que a diferenga entre o valor x” e x*" seja pequena o

suficiente. Assim, pode-se estabelecer a seguinte relacao para avancar as iteragoes:

1
k+1 _ k k k
Xy == —(bl — Q129 — A13T3 — ... — a1n$n>
aq
1
k+1 _ k k k
x5 = —(by — agxy — agry — ... — a,T,)
22
1
k+1 _ k k k
rp = —(by — AT} — a3 — ... — 1T, 1)
ann

As equacdes acima podem ser expressas de forma geral como:
1 i—1 n
k41 Y [ ok Lk
x; = - b; E QijT; E QijT;
© j=1 j=i+1
Uma maneira mais conveniente de expressar a relacao anterior pode ser obtida somando-se

e subtraindo-se (portanto, sem alterar a igualdade) o termo x¥ do lado direito da equagdo.

Com isso, temos:

1 n
k1 k k
it =+ — | b — g a2
Qg5 —
j_

Separando o termo entre paréntesis e definido:

u R

} : k k+1 k i

R, =0b; — QT — z; =T, + —
j=1

i

Quando o método numérico atingir a convergéncia, o termo R; serd nulo, por isso o termo
R; & muitas vezes chamado de residuo da equagao. De fato, deve-se garantir que o residuo

diminua ao longo das iteragoes para garantir que o método esta convergido para algum lugar.
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Critério das Linhas

Se o método for convergente, conforme o valor de £ aumenta, mais proximo se estara da
solucao verdadeira. Um critério que pode ser utilizado para determinar se o método sera
convergente é avaliar se a matriz dos coeficientes possui a diagonal principal dominante, ou
seja, se os termos da diagonal principal em cada linha sdo maiores (em modulo) que a soma

dos demais termos da mesma linha:

jais| >y |ayl
j=1
J#i
Este critério é muitas vezes chamado de critério das linhas e é uma condicao suficiente, mas
nao necessaria, para que o método de Jacobi seja convergente para qualquer chute inicial.
Quando esta condicao nao é satisfeita, o método ainda pode convergir, mas ird depender de
outros fatores, como por exemplo solucao inicial adotada.
Anteriormente, foi especificado que o processo iterativo deve continuar até que a diferenca
entre o valor atual e o anterior seja pequena o suficiente. Para definir o que isto significa, é

importante entender como o erro pode ser calculado.

2.2.2 Convergéncia de Métodos lterativos

Todo sistema nao-singular de equacoes algébricas lineares possui uma solucao exata. A
principio, os métodos de resolucao direta, como os de eliminagao, sao capazes de fornecer
esta solucao exata. No entanto, como os valores sao avaliados computacionalmente com uma
quantidade finita de algarismos significativos, sempre irao existir erros de arredondamento
associados a solucao, seja ela por métodos diretos ou iterativos.

De forma geral, os métodos iterativos costumam ser menos afetados pelos erros de arredonda-
mento do que os diretos, devido principalmente a trés fatores: (a) os sistemas de equagoes
resolvidos iterativamente normalmente possuem a diagonal dominante, (b) usualmente sao
esparsos e (c) cada iteracdo ao longo da resolucao é independente dos erros de arredonda-
mento do passo anterior, ou seja, a diferenca causada pelo erro somente altera o valor inicial
utilizado em cada iteracao, mas nao se acumula ao longo das iteracoes.

Quando um método numérico convergente ¢é utilizado, a solucao obtida se aproxima ass-
intoticamente da solucao exata conforme o niimero de iteracoes aumenta. Quando o niimero

de iteracoes tende ao infinito, a diferenca entre a solugao obtida numericamente e a solugao
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exata ¢ da magnitude da precisdo com que os valores sdo computados (8 algarismos significa-
tivos para precisao simples e 16 para precisao dupla). Normalmente nao é necessario atingir
uma precisao tao grande, sendo por isso estabelecido um critério de parada.

A precisao de um método numérico ¢ medida em termos do erro associado ao método.

Existem duas formas de especificar o erro, de forma absoluta ou relativa:

Erro absoluto = Valor aproximado obtido — Valor exato

) Erro absoluto
Erro relativo = ——m——
Valor exato

A utilizacao do erro absoluto como critério de convergéncia sé faz sentido quanto é con-
hecida a magnitude da solucdo exata. Por exemplo, um critério absoluto de 1072 costuma
ser suficiente se a solucao exata possuir valores da ordem de 102, por exemplo. No entanto,
se a solucdo é da ordem de 1074, o critério é totalmente incorreto. Por isso, é sempre mais
adequado especificar o erro relativo.

No entanto, durante a resolucao do sistema linear, o valor da solucao exata nao é conhecido,
portanto os erros definidos anteriormente nao podem ser calculados. Por isso, durante a
resolucao, o erro é calculado baseado na variacdo dos valores ao longo das iteragoes. Ao
k+1 _ ok

€T:

k+1 _ _exato
i ; r.

longo da solugao, o erro absoluto Az; = x; x é aproximado como Ax; = x

Em cada iteracao realizada o erro pode ser pequeno para um determinado valor de i
e grande para outro valor, por isso deve-se ter cuidado quando é analisado se o critério
de convergéncia foi atingido. Existem diferentes formas de fazer isto, sendo que as mais
comuns sao avaliar o valor maximo entre os erros para cada varidvel ou o somatoério dos
erros de cada variavel. Considerando um critério de convergéncia ¢, estes critérios podem

ser respectivamente expressos como:
n
k41 k k41 k
(257 = 2 )mae| < € E o7 — 2| < e
i=1

E importante destacar que o erro sempre deve ser avaliado em mddulo e que a soma dos
modulos ¢ diferente do médulo das somas. De forma equivalente, os erros relativos podem

Ser expressos como:

n
Ft =€ E : S| =€
max ]

€ i=1 7

Ezemplo 02) Resolva os Exemplo 01 utilizando o método de Jacobi, tendo como critério

de convergéncia um erro relativo menor que 1073.

25



2.3 Condicionamento de Sistemas Lineares

Uma davida comum que surge na resolucao de sistemas lineares é em relacao a precisao
com que os coeficientes e a solucao precisam ser avaliados, ou seja, quantos algarismos signi-
ficativos devem ser utilizados nos célculos. De forma geral, todo sistema linear Ax = b com
det A # 0 admite solucao tnica. A principio, esta solu¢do pode sempre ser obtida utilizando
o método de eliminacao de Gauss ou algum método iterativo, como o método de Jacobi,
com algarismos com precisao infinita. No entanto, todos os célculos sao realizados com val-
ores com precisao limitada. Como consequéncia sempre existem erros de arredondamento
associados e estes erros podem ou nao alterar a solucao do sistema.

Para alguns sistemas, pequenas variagcoes nos coeficientes causam uma grande variagao
na solucao obtida. Como muitas vezes os coeficientes sao obtidos através de medidas fisicas
(que possuem erros associados) ou advém de outros métodos matematicos, deve-se avaliar
a sensibilidade do sistema em relacao aos coeficientes. Com base nisso, pode-se dividir os
problemas em duas classes:

- Problemas bem condicionados: sao aqueles onde uma pequena variacao em qualquer
um dos elementos do problema causa somente uma pequena variagao na solucao do problema;

- Problemas mal condicionados: sao problemas onde uma pequena variagao em algum
dos elementos causa uma grande variacao na solucao obtida. Estes problemas tendem a ser
muito sensiveis em relacao a erros de arredondamento.

Considere o seguinte sistema:
T1+x9 =2
x1 4+ 1.000125 = 2.0001
Utilizando o método de eliminagao de Gauss, pode-se reescrever o sistema como:
1+ 29 =2
0.0001z5 = 0.0001
Assim, a solucao do sistema é x; = 1, x5 = 1. Considere agora que o coeficiente asy seja
alerado para 0.9999 (uma redugao de menos de 0.02%):
r1+ a9 =2
1 + 0.999925 = 2.0001
Utilizando o método de eliminac¢ao, podemos reescrever o sistema como:
Ty +x9 =2

—0.0001z5 = 0.0001
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Assim, a solucao obtida neste caso é x1 = 3, zo = —1, 0 que se distancia muito da solugao
obtida anteriormente. Este exemplo mostra como um sistema mal condicionado pode ser
sensivel aos coeficientes.

Um indicativo de que um sistema pode ser mal condicionado é quando o determinante da
matriz € muito proximo a zero, porém este critério nao representa uma avaliacao quantitativa
do condicionamento. Uma maneira de avaliar o quanto um determinado sistema é mal
condicionado é através da determinacao do nimero de condicionamento, que é definido
com base na norma da matriz dos coeficientes e sua inversa.

O nimero de condicionamento é uma medida da sensitividade do sistema a pequenas
variacoes em qualquer de seus elementos. A origem deste niimero nao serd apresentada aqui,
mas pode ser encontrada em Hoffman (2001). Considerando um sistema linear da forma

Ax = b, o nimero de condicionamento da matriz A é definido como:
CA)=[lA]IA]

Pequenos valores de C'(A), da ordem de uma unidade, indicam uma pequena sensibili-
dade da solucao em relacao a variacoes nos coeficientes, ou seja, indicam problemas bem
condicionados. Valores grandes de C'(A) mostram que o sistema é mal condicionado.

Na defini¢ao do nimero de condicionamento, a norma utilizada é a norma Euclidiana (ou
de Frobenius), definida como:

n n 1/2

TAl={>]D (ay)

i=1 j=1

Ezemplo 03: Determine o nimero de condicionamento da seguinte matriz:

1 1
1 1.0001

A:

Primeiramente, pode-se determinar a inversa da matriz A para na sequéncia calcular as

normas. Lembrando da definicio, a matriz inversa A~! é uma matriz tal que:
A-A1T=1

Neste caso, como a matriz é pequena, pode-se formar um sistema linear para determinar

a inversa:
1 1 a b 10

1 1.0001| |c¢ d 01



Assim:

a+c=1

b+d=0
a+1.0001lc =0
b+ 1.0001d =1

Resolvendo o sistema, obtém-se:

10001 —10000
—10000 10000

Com isso, as normas podem ser calculadas:
| A= (12 + 12+ 12 + 1.0001%)*/2 = 2.00005

| A7 ||= (10001% 4 (—10000)* 4 (—10000)* + 10000%)*/? = 20000.5

Dessa forma, o nimero de condicionamento sera:

C(A)=|| A ||| A" ||= (2.00005)(20000.5) = 40002.0

Como visto, o nimero de condicionamento é muito elevando, indicando que a matriz é

muito mal condicionada, como discutido anteriormente.
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Lista de Exercicios 02 - Solucao Numeérica de Sistemas Lineares Algébricos

1) (Algoritmo de Thomas.) Utilize o algoritmo de Thomas para resolver os seguintes
sistemas tridiagonais, caso possuirem solucao tunica (utilize, de preferéncia, alguma ferra-
menta computacional). Confira se os valores obtidos estdo corretos substituindo-os no sis-

tema original.

a)

210 0| | 4 320 0| |z 12
1 2 1 0] | 8 2 3 2 0| | 17
01 2 1| |3 12 02 3 2| |3 14
00 1 2| |z 11 00 2 3| |z 7
b) d)
2 1 0 0] |m 5 4 -1 0 |2 0
1 =2 1 0] |a 1 —1 4 =1 0| |z 0
0 1 -2 1| |z 0 0 -1 —1| |as 0
0 0 1 =2||a 8 0 0 -1 4| | 0

2) Através da aplicagdo do método de diferencas finitas, obteve-se o seguinte conjunto de

equacoes para a distribuicao de temperatura em um material:

T1:O

Tioy — AT, + Tiyy = 0 i=2,...,99

TlOO =1

Faca um esbogo de um algoritmo para a resolugao deste sistema linear através do uso do

algoritmo de Thomas e através do uso do método de Jacobi.
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3) Utilize o método de Jacobi para obter uma solu¢do aproximada para os seguintes sis-

temas lineares. Avalie também o niimero de condicionamento destes sistemas.
a) b)

3?[31—I2+$3:2

8551+21L’2:2 $1+4$2+£L’3:1

Loy =Ty =17 21 + 29+ 623 =4

4) (Sistema sem diagonal dominante.) Considere o seguinte sistema linear:

4o +2y +32 =38
3r —Hy +2z=-14
—2rx 43y +82 =27
Como pode ser observado, este sistema nao possui a diagonal dominante, portanto o
critério das linhas nao pode ser aplicado. Implemente um algoritmo utilizando o método
de Jacobi para encontrar uma solucao aproximada para o sistema, considerando um critério
de convergéncia de pelo menos 1073, Compare com o valor obtido através do método de

eliminagao de Gauss.

5) Considere o sistema de tanques apresentando na figura a seguir.

Q=11

Qs = 8
C[|3 = 20

Neste esquema, ();; representa a vazao volumétrica que sai do tanque 7 e vai para o tanque

j e ¢; representa a concentracao massica de um dado componente no tanque i. As vazoes sao
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ajustadas para que o sistema opere em estado estacionario, ou seja, o volume dos tanques
nao varia com o tempo.

Para determinar a concentracao do componente avaliado em cada um dos tanques, pode-se
aplicar o principio de conservacao da massa em cada tanque, ou seja, a quantidade de massa

que entra deve ser igual a quantidade que sai. Por exemplo, para o tanque 1 temos que:

Qoicor + Qzic3 = Qrac1 + Q1561

De forma semelhante, para o tanque 2:

Q1201 = Q252 + Qasca + Qa3C2

a) Utilizando o mesmo procedimento, obtenha as equagoes para a conservacao da massa
nos demais tanques;

b) Escreva o sistema de equagoes obtidas na forma matricial;

¢) Implemente um codigo para resolver o sistema de equacoes lineares através do método
de Jacobi;

d) Verifique se a massa alimentada através de uma fonte externa nos tanques 1 e 3 equivale

a massa que é removida do sistema através dos tanques 5 e 4.
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3 Métodos Numeéricos para Problemas

de Valor de Contorno

Equacoes diferenciais de ordem maior que um podem gerar problemas de valor inicial
(PVI) ou problemas de valor de contorno (PVC), dependendo da forma como as condi¢oes

conhecidas sao especificadas. Por exemplo, considere a EDO:

y' 4 p(x)y +q(x)y = g(x)

Até o momento, foram analisados principalmente casos onde condicoes iniciais conhecidas

sao especificadas da forma:

y(xo) = %Yo yl(io) = 1/6

originando desta forma um PVI. Para a resolucao numérica de PVI’s, pode-se partir da
condicao inicial e ir avancando até um tempo final arbitrario.
Em muitos casos, os problemas envolvem condigoes conhecidas em pontos diferentes, sendo

estas chamadas de condigoes de contorno, podendo ser expressas, por exemplo, como:

y(a) = vo y(B) =

De forma geral, os PVC’s envolvem uma coordenada espacial como varidvel independente.
Assim, a resolucdo de um PVC’s consiste em buscar uma solu¢ao que satisfaz a equacao
diferencial no intervalo a < z <  juntamente com as condicoes de contorno especificadas.
Isto implica que existem duas condicoes, em pontos diferentes do dominio de solucao, que
deve ser simultaneamente satisfeitas. Por isso, os métodos de marcha (como os de Runge-

Kutta) ndo podem ser empregados neste caso.
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3.1 Estratégias de Solucdo de PVC's

Os métodos para resolver problemas de valor de contorno se dividem em duas categorias:
os baseados em transformar o PVC em um PVI e os baseados em discretizar a equagao
utilizando métodos de diferencas finitas.

Os métodos que transformagao PVC’s e PVI’s consistem basicamente em utilizar uma das
condigdes de contorno como condigao inicial e assumir (chutar) diferentes valores para uma
segunda condicao inicial ficticia. O problema é entao resolvido com métodos de resolugao
de PVT’s (Euler, RK4, etc.) e verifica-se que a condi¢ao de contorno nao utilizada ¢ satis-
feita. Caso nao for, muda-se o chute da condigao ficticia até o resultado obtido satisfazer
a segunda condicao de contorno real. Por exemplo, considere a seguinte equacgao utilizada
para descrever a variacao na temperatura em uma barra que perde calor para o ambiente

por convecgao, como apresentado na figura a seguir.

T
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t Yty

T PN
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Considerando que a barra seja muito fina, com raio muito menor que o comprimento,
pode-se assumir que a equagao que descreve a variagao na temperatura ao longo de x pode
ser expressa como:

2
ﬂ—i—h’(Ta—T) =0
dz?
onde h' ¢ um coeficiente de troca térmica e T, é a temperatura ambiente.

As condicgoes de contorno corresponde a temperatura fixas nas extremidades, em z =0 e

x = L, de modo que:

T(0) =Ty T(L)="T,
Para transforma a equacao em um PVI equivalente, primeiramente é preciso aplicar o
método de redugao de ordem. Escrevendo o PVI como:

ar

%:

2 T(0) =T,
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dz
-+ (T, —T)=0 2(0) = 2o

O valor de zy nao é conhecido, pois o valor da derivada de T" em x = 0 nao foi especifi-
cado. O método utilizado neste caso consiste em assumir diferentes valores para z, até que
a condicao T'(L) = T, seja satisfeita. Para equacdo lineares, este método funciona razoavel-
mente bem, pois pode-se interpolar os valores para T'(L) obtidos para diferentes valores de zg
para encontrar o valor de zy que corresponde a solucao correta do problema. No entanto, de
modo geral este método é pouco utilizado, por isso nao sera apresentado aqui em detalhes.
Os métodos baseados em aproximacoes por diferencas finitas costumam ser mais eficientes,

como serd apresentado a seguir.

3.2 Aproximacoes por Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas é um método de discretizacdo de equacoes diferenci-
ais. Isto significa que ele transforma uma funcao continua em uma representacao disc-
reta (pontos). Por exemplo, considere uma fungao f(x) = 2x definida em um intervalo
entre 0 e 1. Esta fungdo pode ser representada de forma discreta como, por exemplo,
flz] =10,0.4,0.8,1.2,1.6, 2], assumindo um espacamento entre os pontos de 0.2, ou seja, esta
representacao esté relacionada como um dominio discreto da forma x = [0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1].

As solucoes obtidas com a aplicacao do método de diferencas finitas sempre serao discretas.
Caso for necessario obter os valores para algum valor de x que nao corresponda exatamente
aos pontos do dominio, pode-se interpolar os valores.

A primeira etapa da aplicacao do método de diferencas finitas consiste exatamente em
definir o dominio discreto onde a solucao serd buscada. Por exemplo, considere o caso
apresentado anteriormente para a distribuicdo de calor em uma barra estacionaria. A regiao
onde se deseja obter a distribuicao de temperatura é no intervalo de z = 0 até x = L. Este
intervalo corresponde ao dominio de solucao da equacao diferencial. No entanto, ele estd
em uma forma continua e nao discreta. Para discretizar o dominio, deve-se dividi-lo em um
determinado ntmero de pontos. Por exemplo, considere que L = 1 e que se deseja dividir o
dominio em pontos com espacamento Az = 0.1, ou seja, deseja-se dividir o dominio em 10
elementos de igual tamanho. Quanto mais elementos forem utilizados, maior sera a precisao

do método, porém o gasto computacional também ira aumentar.
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O dominio discreto serd entao:
x =10,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9.1]

Como pode ser visto, este conjunto contém 11 pontos. De maneira geral, o niimero de pontos
sempre serd igual ao numero de elementos em que o dominio é dividido mais 1. Este vetor

pode ser representado de uma forma mais simples como:
x[i] = iAx 1=20,1,2,...10
ou de forma equivalente:
z[i] = (1 — 1)Ax 1=1,2,3,...11

Na resolucao de PVT’s, nao é necessério inicialmente definir o dominio de solucao, pois
pode-se continuar avancando por quantos passos forem necesséarios, partindo de um valor
inicial. No entanto, para o caso de PVC’s, o dominio de solucao é fechado e deve ser
considerado como um todo.

A estratégia do método de diferencas fintas consiste em buscar equacgoes al-
gébricas que aproxrimem a solucao em cada ponto i. Para isso, as derivadas sao
aproximadas como relacoes algébricas envolvendo a solucao em diferentes valores de i. Esta
aproximacao pode ser realizada de diferentes formas, dependendo da precisao desejada e da
natureza do problema e das condigoes de contorno. Porém, a origem destas aproximacoes
sempre é uma aproximacao em série de Taylor em torno de cada ponto i, como seré discutido

a seguir.

3.2.1 Aproximacao da Derivada Primeira

Para apresentar o processo de discretizagdo da derivada de uma fungao continua y(x) em
um intervalo 0 < x < L, ser& considerado um dominio discreto como o apresentado na figura
a seguir, onde o dominio fisico continuo (regiao entre 0 e L) é dividido em N + 1 pontos.
Lembrando novamente, o objetivo do método de diferencas finitas é obter aproximacoes para
o valor da fun¢do y(z) em cada um destes N + 1 pontos.

Esta representacao discreta do dominio de solucao é normalmente chamada de grid numérico
ou malha numeérica.

Como visto em aulas anteriores, a expansao em série de Taylor pode ser utilizada para

avaliar o valor de uma funcao em um dado ponto com base no valor conhecido em outro ponto.
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Dependendo da forma como a aproximagao é realizada, obtém-se diferentes formulacoes para

o método de diferencas finitas, como sera apresentado a seguir.

Aproximacdo para Frente (Foward)

Considere que se deseja aproximar o valor em x;,; com base no valor em x;, ou seja,
deseja-se aproximar y(x;11) = y;+1 com base em y(z;) = y;.
A expansao em série de Taylor neste caso pode ser expressa como:

d Z; — T 2d2 Z; — T 3d3
Yy +( +1 )_3/ +( +1 )_3/

— .31
dx T=x; 21 d[L’2 T=x; 3' dl’g =, + ( )

Yier = Yi + (Tip1 — 2;)

Considerando que (z;11 — x;) seja relativamente pequeno, os termos de alta ordem pro-
porcionais a (z;11 — ;) (41 — )%, ... podem ser desprezados. Assim, a derivada primeira
da fungao y(z) no ponto x; pode ser aproximada como:

dy
dx

_ Yiv1 — Y
T=x; Tiy1 — X4

Definindo Ax = x;,1 — x;, a expressao pode ser dada por:

dy
dx

_ Yiv1 — Yi
r=x; AI‘

Esta expressao é conhecida como aprozimacao por diferencas finitas para frente (ou método
de diferencas finitas para frente), pois utiliza o valor da fun¢ao em um ponto a frente x;
para estimar o valor da derivada em um ponto anterior x;. Fazendo o limite de Ax tendendo

a Zero:
d 7 — Y
by v
dx | z==; Az—0 Ax

obtém-se a propria definicao da derivada em um ponto. Portanto, esta formulacao é con-
sistente.

Este método é equivalente ao método de Euler explicito para a resolucao de PVI’s, sendo
que a diferenca é que no método de Euler deseja-se aproximar o valor da funcao em diferentes
pontos com base no conhecimento da derivada dy/dt = f(t,y) e no método de diferengas
finitas deseja-se aproximar o valor da derivada com base no valor em diferentes pontos. Nos

dois casos, porém, ocorre uma linearizacao da funcao em torno de um ponto.
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Na aproximagao da derivada, foram desprezados os termos O(z;,; — x;)?, assim, o erro
de truncamento local do método de diferengas para frente é da ordem de O(Az?), onde o
simbolo O representa o operador ordem de grandeza. Como a aproximacao é aplicada em
N pontos ao longo do dominio, este erro se acumula N vezes. Pode-se mostrar que quando
aplicado para avaliar N pontos, o erro associado sera da ordem de O(x;; — x;) = O(Ax),
isto indica que a aproximacao por diferencas para frente ¢ um método de primeira ordem.

A ordem de um método numérico de resolucao por discretizacao representa a relacao como
o erro de truncamento global varia em func¢ao do espacamento Az utilizado. De modo geral,
o erro sempre sera proporcional a O(AaxP), onde p representa a ordem do método. Quanto
maior a ordem, mais rapidamente o erro diminui conforme o passo é reduzido.

A utilizagdo de um Az muito pequeno (tendendo a zero) é impraticavel, pois exigiria um
tempo computacional demasiadamente alto, além de fazer com que os erros de arredonda-
mento dos digitos numéricos aumentassem rapidamente. Um procedimento simples que pode
na maioria dos casos ser utilizado para determinar se o passo utilizado é adequado é resolver
o problema com valores de Az gradativamente menores. A partir de um determinado ponto
as solugoes obtidas serao muito parecidas, sendo que uma maior redugao em Az a partir
deste ponto nao ird reduzir o erro global de forma significativa e ird aumentar o erro de

arredondamento.

Aproximacdo para Tras (Backward)

De forma semelhante ao realizado para obter a derivada em x; com base na expansao para
obter y;11, pode-se realizar uma expansao para obter a funcao em x;_i:
3 73
(o1 — 3:)° dy
T=x; 3' dil?g

d
Vi1 =Y + (o1 — xz)—y

L @i —w) Py
dx

T=x;

Considerando que o espacamento entre os pontos é constante, temos novamente que Ax =

xr; —xi1 = —(2i_1 — x;), assim:
dy (Az)* &y (Az)* &y
i1 =1 — (Ax)—== —_— - 3.2
Yi-1 Y ( l.) dx r=x; 2' dﬂ?z r=x; 3' dl’g r=x; ( )
Novamente, desprezando os termos de ordem maior ou igual a 2, obtém-se:
d_y _ Y — Y
dx T=x; Al‘

esta aproximagao é conhecida como aprozimacdo por diferencas finitas para trds (ou método
de diferencas finitas para tras), e também representa uma aproximacao de primeira ordem

para a derivada em um dado ponto z;.
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A utilizacao dos métodos para tras ou para frente é, a principio, equivalente. A tnica
restricao ocorre nas extremidades do dominio. Por exemplo, no ponto xy nao pode ser
aplicado o método para tras pois nao existe um ponto anterior a este. De forma semelhante,
no ponto xy a formulacao para frente nao pode ser utilizada, pois de maneira equivalente

nao existe nenhum ponto apos este para ser utilizado de base.

Aproximacao Central

De forma geral, a utilizacao de métodos de primeira ordem para a discretizacao de todos
os pontos do dominio nao costuma apresentar bons resultados, especialmente nos casos
envolvendo gradientes aproximadamente simétricos em relacao a direcao x, como por exemplo
problemas envolvendo conducao de calor ou difusao de massa.

Uma aproximacao de segunda ordem pode ser obtida fazendo a expansao para y;,; menos

a expansao para y;_;. Com isso, obtém-se:

d 2(Az)3 d?
Yit1 — Yi-1 = QAQS—y (Aa)” dy

Desprezando agora os termos da ordem de O(Ax)3, pode-se obter a seguinte expressao para
uma aproximacao da derivada primeira em x;:

@ Y1 — Y

dlE r=x; a 2Al’
Esta expressao é conhecida como aprozimacao pode diferencas finitas central (ou método de
diferencas finitas central). Neste caso, o erro de truncamento local ¢ da ordem de O(Axz)?,
de modo que o erro global sera da ordem de O(Ax)?. Assim, esta aproximagao é de segunda
ordem.

Existem aproximacoes de ordem superior, porém a aproximacao central é a mais empre-
gada, sendo adequada para a maioria dos casos. Novamente, dever-se observar que esta
aproximacao nao pode ser aplicada nos pontos extremos do sistema. A melhor estratégia
para a discretizagao da equacao € utilizar o método central para os pontos internos, o método
para frente no ponto xy e o método para tras no ponto x .

Uma comparacao geométrica dos trés esquemas de discretizacao é apresentada na figura

a seguir.
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3.2.2 Aproximacao da Derivada Segunda

O método de diferencas finitas pode ser aplicado também para a discretizacao de derivadas
de maior ordem. As aproximacoes para a derivada segunda sao obtidas considerando a
definicao da derivada em um ponto. Da mesma forma que a derivada primeira pode ser
aproximada em termos da variacao da funcao em dois pontos, a derivada segunda pode
ser aproximada em termos da variacao na derivada primeira em dois pontos. Por exemplo,

utilizando um esquema para frente:

dy dy
@ _ dl’ T=Ti41 dl’ T=x;
dx? T=; Tiy1 — T;

onde a derivada avaliada no ponto x;,1, utilizando novamente um esquema para frente, é
obtida de forma equivalente a derivada no ponto x; como:

dy
dx

Considerando que os pontos sejam igualmente espagados (grid igualmente espagado), pode-se

_ Yit2 —¥Yin1

T=Tit1 Tiv2 — Tit1

juntar as expressoes para de derivada em x; 1 e a expressao para a derivada em x;, obtém-se
a seguinte expressao para a derivada segunda em z;:

d*y Yi — 2Uiv1 + Yiro2

@ r=x; N (A[E)Q

Esta expressao representa o esquema para frente aplicado a derivada segunda. Como ele se

baseia em esquemas de primeira ordem, também é uma aproximagao de primeira ordem.
Fazendo um procedimento semelhante utilizando o esquema para tras, obtém-se:

@ _Yi— 2Yi—1 + Yi—2
d.fEQ r=x; (AZIZ’)Q

39




sendo este o esquema para tras aplicado para a derivada segunda, sendo também um método
de primeira ordem.

Utilizando o esquema central, obtém-se a seguinte aproximacao:

@ _ Y — 2y; + Yim
d$2 r=x; (A.%')Q

sendo esta uma aproximacao de segunda ordem. Novamente, a estratégia que normalmente
resulta em um melhor resultado é utilizar o esquema central para os pontos internos e os

esquemas para frente e para tras para o primeiro e para o tltimo ponto, respectivamente.

3.2.3 Discretizacdao das Condicoes de Contorno

Além da equacao diferencial envolvendo a derivada da funcao, a resolucdo de Problemas
de Valor de Contorno necessita que determinadas condicoes de contorno também sejam em
determinados pontos do dominio.

Para o caso de condigoes que consistem em definir o valor da funcao em um dado ponto,
basta atribuir este valor para a funcao discretizada no ponto. Por exemplo, considere o
exemplo anterior de transferéncia de calor em uma barra, onde a temperatura nas duas
extremidades era conhecida: T' =Ty em x = 0e T =T, em x = L. Considerando que
xo corresponde ao ponto inicial z = 0 e xxy corresponde ao ponto x = L, as condicoes de

contorno sao implementadas definindo:
Ty =T Ty =Ty

Em muitos casos, a condicao de contorno envolve a propria derivada de funcao em algum
ponto. Por exemplo, considere que no exemplo da transferéncia de calor na barra metalica, a
extremidade x = L fosse mantida isolada termicamente. Neste caso, a condi¢ao de contorno

é expressa como:

dT

i =0

dz lz=L
Neste caso, é necessario discretizar a condicao de contorno para transforma-la numa relagao
algébrica. Como este ponto corresponde ao tltimo ponto do dominio, os esquemas para
frente e central nao pode ser utilizados, pois iriam depender de um ponto yx.; que esta fora
do dominio de solucdao. Assim, é necessario utilizar o esquema para tras, de modo que a

condicao pode ser discretizada como:

AT Tn—Tn

—_— = =0 — Ty =Tn_y
drla=L Ny — TN_1
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ou seja, a condicao de derivada nula na posicao x = L implica que a variavel em no ponto

xy ¢ igual a variavel no ponto anterior (xy_1).

3.2.4 Discretizacdo de PVC'’s utilizando Diferencas Finitas

A partir das expressoes obtidas para aproximar a derivada em um ponto através de ex-
pressoes algébricas, pode-se transformar um problema de valor de contorno em um conjunto
de equagoes algébricas, sendo que para cada ponto do dominio discreto sera atribuida uma
equacao. Esta é uma caracteristica importante dos métodos de diferencas finitas: para que a
resolugao seja possivel, deve-se atribuir uma equagao para cada ponto do dominio discreto.

Considere novamente a equacao utilizada anteriormente para modelar a transferéncia de
calor em um barra metalica:

2

d—T—l—h’(Ta—T):O

dx?
Para ilustrar os diferentes tipos de condicao de contorno, considere agora que na fronteira
x = 0 a barra seja mantida a uma temperatura T = T,,; e na extremidade x = L a barra
esteja isolada, de modo que as condi¢oes de contorno neste caso serao:

dT
T(0) = Tewt o, = 0

onde T,., h', T, e L sao constantes. Para discretizar a equagao, deve-se primeiramente
definir o grid numérico, ou seja, deve-se definir em quantos pontos o dominio de solucao
continuo sera dividido e como estes pontos estao distribuidos. Neste caso, serd assumido que
o ntiimero de pontos serd N +1 = 6 e, por simplicidade, serd considerado que os pontos estao
igualmente espacados, portanto o dominio discreto sera um conjunto de 6 pontos igualmente
espacados, como ilustrado na figura a seguir.

Como pode ser observado, quando 6 pontos sao utilizados, o dominio continuo é dividido
em 5 subdominios com tamanho Az, ou seja, Az = L/5.

O objetivo do método de diferencas finitas é obter uma aproximacao para a temperatura
em cada um dos pontos z;, ou seja, deve encontrar 6 valores Ty, 11,715,715, T, e T5. Para isso,
é necessario que cada ponto possua uma equacao algébrica associada. O primeiro passo para
a resolucao ¢ discretizar a equacao. Neste caso, a equacao possui somente uma derivada
segunda que deve ser discretizada. Para isso, serd utilizar o esquema de diferencas central:

PT Tyt — 2T+ Ty
dx? Ax?
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Dominio continuo:

AX . AX . AX |, AX | AX

° ° ® ® A °
Xo X1 X2 X3 X4 X5
i=0 1 2 3 4

Além da derivada segunda, a equacao também envolve o termo A'(T, — T'). Como h' e
T, sao constantes, basta utilizar os seus valores na equacao discretizada. Como a expressao
anterior é utilizara para avaliar a derivada segunda no ponto x;, a temperatura 7" deve ser
substituida pela sua equivalente discreta T;. Assim, a equacdo discretizada sera:

Tivn — 2T+ Ty
Ax?

+h(T,—T;)=0
Multiplicando por Ax? e agrupando os termos:
T+ Ty — (24 WAZ)T, + Ax*W'T, =0

ou ainda:

(2+ W Az))T; — Ty — Ty = A2*W'T,

Esta relagao pode ser utilizada para obter equagoes para a temperatura em todos os pontos

internos, ou seja, para todos os pontos exceto zy e x5. Assim, para o ponto x; temos que:
(24 W AT, — Ty — Ty = Ax*W'T,

De forma semelhante, para o ponto x»:
(2 +HWALHTy — Ty — Ty = A*h'T,

e para os pontos x3 e x4:
(24 W Ax*) T3 — Ty — Ty = Ax*R'T,

(24 W A2 Ty — Ty — Ty = Ax*W'T,
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Para estes pontos xg e x5, deve-se utilizar as condicoes de contorno. Considerando a

primeira condi¢ao T7'(0) = T.,;, isto resulta em:
TO = Tea:t

A segunda condigao de contorno é dada em termos de derivada nula. Neste caso, é preciso dis-
cretizar a condicao. Como comentado anteriormente, neste caso somente uma aproximacgao

para tras pode ser utilizada, de modo que:

dT _0 R Ts — T,
dr le=1 Ax

=0 — T5—T4:0

Isto forma um conjunto de 6 equagoes lineares que podem ser utilizadas para a obtencgao das

6 variaveis Ty, T1,T5, ... Na forma matricial, estas equacoes podem ser expressas como:
[ 1 0 0 0 0 ol [n] | T |

-1 (24 WAx?) —1 0 0 0 T, Ax?h'T,

0 -1 (2 + W Ax?) -1 0 01 |72 Ax?h'T,

0 0 1 (2 + WAZ?) 1 o1 |awT,

0 0 0 -1 (2+ A Az%) —1| |Ty Ax*W'T,
I 0 0 0 0 -1 1] _T5_ I 0 |

Assim, obtém-se um sistema linear tridiagonal que pode ser resolvido para obter a tem-
peratura em cada um dos pontos do dominio discreto. Para ilustrar, considere um caso onde
L = 1cm (de modo que Ax = L/5 = 0.2cm), Ty = 100°C, T, = 25°C e I/ = 0.1cm™2.

Com isso, o sistema linear pode ser avaliado como:

(1 0 o o o ol[n] [0
12004 -1 0 0 ol|n 0.1
0 -1 2004 -1 0 of|n| |o1
0 0 -1 2004 -1 ol || o1
0 0 0 -1 2004 —1||T, 0.1
o 0 0o 0o -1 1|7 0|

Para resolver este sistema linear, pode-se utilizar o algoritmo de Thomas (TDMA), como
visto em aulas anteriores. Relembrando, este método iré transforma a matriz dos coeficientes
em uma matriz triangular superior. Os elementos abaixo da diagonal principal serdao zerados
e os acima da diagonal principal nao serdo afetados. Os elementos da diagonal principal (a

partir da linha 2) sdo reavaliados como:

a;ﬂ» = Qi3 — (ai,i—l/ai—l,i—l)ai—l,i
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De forma semelhante, os termos do lado direito sao reavaliados como:
/
b,- =b; — (ai,ifl/@ifl,ifl)bifl

Assim, o sistema pode ser reescrito como:

1 0 0 0 0 0 To 100

0 2004 -1 0 0 0 Ty 100.1

0 0 1.505 -1 0 0 Ty 150.0501
0 0 0 1.33955 -1 0 15 N 33.35

0 0 0 0 1.2575 -1 T, 25.0008
_O 0 0 0 0 0.204759_ _T5_ _19.8814_

Resolvendo o sistema, obtém-se:

T[0] = T, = 100°C
T[0.2] = T, = 98.83°C
T[0.4] = Ty = 97.96°C
T[0.6] = Ty = 97.38°C
T[0.8] = T, = 97.09°C

T[1] = Ts = 97.09°C

Para comparacao, a solucao exata em cada um destes pontos é:

T[0] =T, = 100°C
T[0.2] =T = 98.697°C
T[0.4] =T, = 97.689°C
T[0.6] = T5 = 96.97°C
T[0.8] =Ty = 96.54°C
T[] =T =964°C
Na figura a seguir é apresenta uma comparac¢ao entre a solucao exata (linha) e a solugao
aproximada obtida com o método de diferencas finitas (pontos). Pode-se observar que o

desvio é relativamente alto, sendo que um resultado melhor pode ser obtido aumentado-se o

nimero de pontos.
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Neste exemplo, a resolugao do problema envolveu um sistema linear tridiagonal. Quando
o método de diferencas finitas é aplicado a um PVC linear, este sempre serd o caso. Quando
aplicado em equagoes nao-lineares, o sistema de equagoes algébricas obtido também sera nao-

linear e devera ser resolvido com métodos adequados (método de Newton, por exemplo).
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Lista de Exercicios 09 - Métodos Numéricos para Problemas de Valor de Con-

torno

01) Em conforto térmico, é frequentemente analisada a perda de calor através de um

determinado corpo, que é dada pela variacao da temperatura T através da seguinte expressao:

d*T
E — h(Text - T) - O

Considere o caso de um casaco com espessura L = 1.5cm onde h = 0.13cem ™2

Na regiao
interior, em contato com o usuério, a temperatura é de Ty = 28°C, enquanto que a temper-
atura na regiao exterior é de T,,; = —5°C. Pode-se assumir também que a temperatura na
superficie externa do casaco (em x = L) é igual a temperatura externa. Utilizando o método
de diferencas finitas, determine a temperatura em x = 0.5cm e em x = 1 ¢m, considerando

Ax = 0.25cm.

R: T[0.5] = 17.61°C, T[1] = 6.49°C

02) A seguinte equacao pode ser utilizada para descrever a varia¢gdo na temperatura ao
longo do raio r de uma barra circular com fonte interna de calor, como por exemplo um fio
metalico por onde passa uma corrente elétrica:

d*T  1dT
—+-——+5=0

dr?  rdr

Esta equacao esta expressa em uma forma adimensional, de modo que nenhuma das var-
iaveis possui unidade. A superficie externa da barra corresponde a r = 1 e o ponto central

corresponde a r = 0. Como condigoes de contorno, temos que:

T=1 em r=1
dT
%:O em r=20

Isto significa que a temperatura na superficie externa é mantida constante e que o fluxo de
calor é simétrico.

a) Considerando que S = 10, utilize o0 método de diferencas finitas com Ar = 0.2 para
obter a variacao na temperatura ao longo do raio. Obs.: A variavel independente r que
aparece de forma explicita na EDO também deve ser discretizada.

R:Ty =T, =323, Ty = 3.055, Ty = 2.575, Ty = 1.889, Tx = 1

b) Faca um esbogo de um algoritmo que possa ser utilizado para obter a solu¢ao aproxi-

mada utilizando Ar = 0.02.
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03 ) Um biofilme com espessura Ly cresce sobre uma superficie solida, como indicado na
figura a seguir. Sobre a superficie do biofilme, existe uma camada com espessura L por
onde difunde um determinado composto A, que ao entrar no biofilme é sujeito a uma reacao

irreversivel de primeira ordem que converte o composto A em um composto B.

Meio Camada de Superficie
liquido difuséo Biofilme sélida
L Ly

Z

As equacdes de balanco de massa em estado estacionario que descrevem a variacao na

concentragao de A ao longo da camada de difusao e do biofilme sao as seguintes:

d*Cy
- =0 0<z<lL
d*Ca
Df de —]{ZCAZO LSJZSL"—LJC

onde D = 0.8cm?/s é o coeficiente de difusao na camada de difusao, Dy = 0.064 cm?/s é o

1'¢ a taxa para a reacdo de conversdo de A

coeficiente de difusao no biofilme e £k = 100 s~
em B. Como condicoes de contorno, pode-se assumir que a concentracao do composto A é

constante no meio liquido (z = 0) de modo que:
CA = CA,O z=0

A superficie solida pode ser considerada impermeéavel, de modo que a seguinte condicao é

satisfeita:
dC 4

— = =L+ L
I 0 x + Ly

Considerando que L = 0.004cm, Ly = 0.008cm e Cuo = 0.1mol/em?, utilize o método
de diferencas finitas com Ax = 0.001 para obter a distribuicao do composto A ao longo da

camada de difusao e do biofilme. Pode-se assumir que a resisténcia a transferéncia de massa
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na interface biofilme/camada de difusdo é desprezivel, de modo que a concentra¢ao nos dois
lados da interface é a mesma.

R: Concentragio na interface com a superficie solida: C4(L + L¢) = 0.0913 mol /cm?

04) ' A pastilha de combustivel de um reator nuclear é uma estrutura cilindrica em que o

combustivel é retido no interior de um invélucro, conforme mostrado na figura abaixo:

Invélucro .

pr. | 7 >4 w
S —
A/k\ —
T K «
N

|

|

/\‘/,

~N
|
|
.
|
|
|
|
|
|
|

O combustivel faz com que calor seja gerado no interior do cilindro e também no involucro
em decorréncia de reacoes nucleares. A superficie externa do invélucro é resfriada com agua
corrente em T, = 473K com um coeficiente de transferéncia de calor de h = 10* W/m?*K. A
condutividade térmica do material utilizado no involucro é k = 16,75 W/mK. As dimensoes
da pastilha de combustivel sio R = 1,5 x 107 ?2m e w = 3,0 x 1073 m. A distribuicao de

temperaturas no invélucro é determinada pela solugao do seguinte problema de valor de

1 T /R
R R BT R<r<R+uw
rdr dr r

Como condigoes de contorno para esta equacao, temos que:

contorno:

g B _6,32 x 10° I/V/m2
dr lr=r k
dT h
o =——(T r=R4+w — Too
dr lr=Rtuw o Llr=rs )

Utilize o método de diferengas finitas para obter o perfil de temperatura ao longo do raio
do invélucro. Determine um espacamento A, suficientemente pequeno para que o erro de

truncamento seja desprezivel.

!Este exercicio foi retirado do livro: Gilat, A; Subramaniam, V. Métodos Numeéricos para Engenheiros e

Cientistas: Bookman, 2008.
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4 Classificacao das Equacoes

Diferenciais Parciais

4.1 Caracteristicas Gerais das EDP’s

Uma equacao diferencial parcial é uma equagao representando a relagao entre uma funcgao
de duas ou mais variaveis independentes e as derivadas parciais desta funcao com respeito
a estas varidveis independentes. Nos problemas encontrados com mais frequéncia na engen-
haria, as variaveis independentes sao usualmente as dimensoes espaciais x,y e z e o tempo
t.

A grande maioria das EDP’s nao possui solucao analitica, sendo necessario utilizar al-
gum método numérico para obter uma solucao aproximada. Dentre as poucas que possuem
solucao analitica, as mais comuns sao a equacao de Laplace bidimensional, a equacao do
calor (ou equagao da difusdo) e a equagao da onda, dadas, respectivamente, por:

LI of _ o Pf _ L0f

— —_— = — — = —
ox?  0y? ot 0x? ot? 0x?
Dentre as caracteristicas gerais mais importantes para o estudo e classificacao das EDP’s,

pode-se destacar a ordem, linearidade e homogeneidade:

e A ordem de uma equacao diferencial é definida como a ordem da derivada de maior
ordem presente. Na maioria dos casos (quando termos difusivos sao considerados)

obtém-se equacoes de segunda ordem;

e Uma EDP é dita linear se todas as derivadas parciais (incluindo de ordem zero, ou
seja, a propria variavel dependente) aparecem de uma forma linear e se nenhum dos

coeficientes depende da variavel dependente;

e A homogeneidade esté relacionada com a presenga de algum termo que nao esteja

multiplicado pela variavel dependente ou alguma de suas derivadas, sendo uma EDP
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dita homogénea se nenhum destes termos aparecer na equagao. Na maioria dos casos,
os termo nao-homogéneos estao diretamente relacionados com termos fonte, ou seja,
aqueles que nao dependem da variavel dependente (taxas de geracao/consumo, por

exemplo).

Além destas classificacbes comuns a todas as equacoes diferenciais, as EDP’s podem ser
classificadas de acordo com como uma perturbacao ird se propagar pelo dominio de solucao,
do ponto de vista geométrico. Esta classificacao define a forma como a equacao pode ser
resolvida e quais os métodos mais adequados, sendo portanto esta classificacao fundamental
para uma analise correta do problema.

De forma geral os problemas modelados por EDP’s sao resolvidos com quatro varidveis
independentes (trés diregoes espaciais e o tempo). No entanto, a classificagdo geral pode ser
analisadas considerando-se o caso de equacoes com somente duas varidveis independentes.
Além disso, sera considero que a EDP ¢ linear. A anélise de EDP’s nao-lineares é mais com-
plexa, porém em muitos casos os problemas podem ser modelados ou aproximados por EDP’s
lineares. Nao-linearidades normalmente estao associados a dependéncia de algum coeficiente
com as variaveis dependentes. Por exemplo, a aplicacao das equacoes de conservacao de mo-
mento para fluidos nao-newtonianos leva a EDP’s nao-lineares, pois a relacao entre a tensao
de cisalhamento e a taxa de deformacao nao é linear. De forma semelhante, caso a condu-
tividade térmica de um material depender da temperatura, as equacgoes de transferéncia de

calor neste material serao nao-lineares.

4.2 Classificacao das EDP’s de 22 Ordem Lineares

De forma geral, uma EDP linear de segunda ordem contendo duas variaveis independentes

x e y com uma varidvel dependente ¢ pode ser expressa como:

02 0 )
f+D£+E8—j+F¢+G=0 (4.1)

2 2
3¢+B(9¢ +C

A 0x? 0x 0y dy

os coeficientes A, B,C, D, E, F e G podem ser funcoes das variaveis independentes = e y,
mas nao da variavel ¢.
A equagao caracteristica associada a esta EDO é da forma:

—~B++VB>—4AC 0
24 a
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As EDP’s so classificadas com base no discriminante § = B>—4AC. As equacoes onde § <
0,0 = 0e d > 0sao chamadas, respectivamente de elipticas, parabdlicas e hiperbilicas, sendo
que muitas caracteristicas fundamentais das equacoes, incluindo os métodos numéricos mais
apropriados para resolver a equacgao, estao diretamente relacionados com esta classificagao.
Observe que a natureza da equacao depende somente dos coeficientes associados com o0s
termos de segunda ordem, sendo que os termos de primeira e de ordem zero nao possuem
nenhuma influéncia na classificacao.

A classificacao das EDP’s como elipticas, parabdlicas e hiperbolicas esta diretamente rela-
cionada com a presenca ou nao de caminhos caracteristicos nas equacoes. O caminho carac-
teristico representa a direcao no dominio de solucao onde a informacao é transportada. Por
exemplo, considere o caso onde uma determinada espécie quimica se propaga em um meio
continuo. Caso o meio for estacionario (por exemplo, um perfume difundido em uma sala
com ar estagnado), a propagacao serda em todas das dire¢oes, sem uma dire¢ao preferencial.
Neste caso, diz-se que nao existe um caminho preferencial. Porém, caso exista um campo de
velocidades (por exemplo, se um ventilador for ligado), a propagagio ird ocorrer com maior
intensidade em uma direcao, neste caso existe entao um caminho caracteristico.

A quantidade de caminhos caracteristicos esta associado com as raizes da equacao carac-

teristica, conforme a tabela a seguir.

B? —4AC Raizes da eq. caract. Caminhos caract. Classificacdo

<0 Complexas 0 Eliptica
=0 Real e repetida 1 Parabdlica
>0 Reais e distintas 2 Hiperboélica

A presenca de caminhos caracteristicos no dominio de solucgao leva ao conceito de dominio
de dependéncia e dominio de influéncia. Considere um ponto P no dominio de solugao. O
dominio de dependéncia do ponto P é definido como a regiao do dominio de solucao que afeta
o ponto P. Assim, o ponto P depende de tudo que acontece no dominio de dependéncia.
O dominio de influéncia do ponto P é definido como a regiao do dominio de solucao que
¢ influenciada pelo ponto P, ou seja, o ponto P afeta tudo que estd em seu dominio de
dependéncia. Caso uma perturbacao seja causada no ponto P, esta perturbacao ira afetar
tudo que estd no dominio de influéncia de P. De forma semelhante, qualquer perturbacao

no dominio de dependéncia ira afetar a solucao no ponto P.
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As equagbes parabolicas e hiperbolicas possuem caminhos caracteristicos reais e, como
consequéncia, dominios de dependéncia e de influéncia especificos. As equacoes elipticas, no
entanto, nao possuem caminhos caracteristicos. Neste caso, tanto o dominio de dependén-
cia quanto o de influéncia correspondem a todo o dominio de solucao da equacao. Estes

resultados sao ilustrados na Figura 1.

y yk y
11
o] LI :

(a) (b) (c)

Figure 4.1: Dominio de dependéncia (linhas horizontais) e de influéncia (linhas verticais)
para EDP’s (a) elipticas, (b) parabolicas e (c) hiperbdlicas. y e x representam

as variaveis independentes.

Em resumo, a interpretacao fisica da classificacao das EDP’s pode ser explicada em termo

da equacgao caracteristica:

e Se raizes reais existirem (EDP’s parabolicas e hiperbdlicas), caminhos preferenciais
de propagacao de informacao existem, sendo que a velocidade de propagacao ird de-
pender da inclinagao dos caminhos caracteristicos. Como consequéncia, dominios de
influéncia e dependéncia especificos irao existir para cada ponto no dominio de solugao.
Problemas fisicos governados por este tipo de equacao sao chamados de problemas de

propagacao e usualmente estao associados a um comportamento transiente;

e Se as raizes da equagao caracteristica forem complexas (EDP eliptica), nao existe um
caminho preferencial de propagacao. A solucao em cada ponto influencia e é influen-
ciada pela solucao em todos os outros pontos do dominio de solucao. Os problemas
fisicos governados por este tipo de equagao sao chamados de problemas de equilibrio,

estando associados com problemas estacionarios.
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4.2.1 EDP’s Elipticas, 0 <0

As EDP’s elipticas surgem naturalmente quando o termo de derivada cruzada é nulo e A
e C (coeficientes associados as derivadas de 2* ordem) sao positivos. Um exemplo de EDP
eliptica ¢ a Equacao de Laplace mencionada anteriormente.

Considere, por exemplo, a equacao que descreve a conducao de calor em um meio bidi-

mensional (B=0,A=1,C =1):
0T N ’T
ox2 Oy

Esta equacao admite solucao analitica através do método de separacao de variaveis. No en-

0

tanto, para fins de definir as caracteristicas geras associadas as equagoes elipticas, a equagao
para conducao unidimensional mantém todas as caracteristicas mais importantes associadas
e por isso serd usada como exemplo.

Considere a equacao:
o*T
- —0
ox?
Com condigoes de contorno de temperatura fixa 7'(0) = Ty e T(L) = Ty, com Ty, > Tp. A

solucao desta equacao é da forma:
T(m) =Ty + MI‘
L

Esta equacao apresenta duas caracteristicas associadas ao comportamento eliptico da
equacao:

1 - A temperatura em qualquer ponto P no dominio é influenciada pela temperatura nas
duas extremidades x =0 e x = L;

2 - Na auséncia de termos-fonte, T'(z) é limitada pelas temperaturas nas extremidades,
sendo que T'(x) nao pode ser maior que 77, nem menor que 7.

Como esta equacao nao possui caminhos caracteristicos, os dominios de dependéncia e de
influéncia sao iguais a todo o dominio de solucao. Além disso, como a derivada nao apresenta

nenhuma descontinuidade ao longo do dominio, a distribui¢cao de temperatura sera continua.

4.2.2 EDP’s Parabdlicas, § =0

As EDP’s parabdlicas surgem quando B=0e A =0 ou C = 0. Um exemplo cléssico de

EDP parabolica é a equagao da difusao (de calor ou massa) transiente:

oT  O°T

ot~ “ox
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Esta equagao ¢ uma EDP de segunda ordem em relacao a z, sendo portanto necessario

especificar duas condicoes de contorno, por exemplo:
T(O, t) == T(] T(L, t) - T(]

Em relagao ao tempo, a equacao é de primeira ordem, de modo que somente uma condigao

inicial precisa ser especificada, por exemplo:
T(xz,0) =T,

Esta ¢ uma caracteristica das EDP’s parabolicas, onde nao é necessario definir duas condigoes
para uma das varidveis, ou seja, nao é necessario definir uma condicao final para o sistema
(ndo é preciso prever o futuro para resolver a EDP!).

Utilizando o método de separacao de variaveis, obtém-se a seguinte solugao para a EDP:

T(x,t) =Ty + Z B, sin(c}lm)ec%t

n=1
onde
2,2
AN 2 _an'm
L " L?
e
9 (L
B, = —/ (T; — Tp) sin(clx)dx
L Jo

ou seja, B, ¢ uma funcao da condicao inicial e da direcao x.

Através desta solucao, pode-se observar que:

e A temperatura nas extremidades, Ty, influencia a temperatura T'(x,t) em qualquer

ponto do dominio, da mesma forma que para as EDP’s elipticas;

e A condicao inicial T; influencia a temperatura para todos os tempos futuros. No
entanto, como ¢? é negativo, esta influéncia diminui com o passar do tempo. No limite
quando t — oo, esta influéncia tende a zero e a equagao passa a ter um comportamento

eliptico;

e A temperatura em qualquer ponto do dominio de solucao é limitada pelas condigoes

de contorno e inicial.

Com base neste exemplo, pode-se perceber que a variavel ¢ possui um comportamento
bem distinto da variavel x. As variagoes em ¢ admitem somente influéncia em uma direcao,

enquanto que as variacoes em x ocorrem em duas diregoes. Como, neste caso, t representa o
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tempo, este comportamento ja é esperado pelo comportamento fisico do sistema (o presente
altera somente o futuro e ndo o passado), no entanto, este comportamento é observado em
qualquer EDP parabolica, mesmo quando somente variaveis espaciais sao consideradas. Por
exemplo, no escoamento no interior de tubos (fungao das diregoes radial e axial), a diregao
axial possui um comportamento paraboélico. Os métodos numéricos utilizados para este tipo
de equacgao devem considerar este comportamento, sendo necessario o uso de métodos de

marcha no tempo (time-marching) para a resolu¢ao da equagao.

4.2.3 EDP’s Hiperbdlicas, 6 > 0

Considere o caso do escoamento unidimensional transiente de um fluido no interior de um
tubo com uma velocidade constante U > 0. O fluido é alimentado a uma temperatura Tj e,
nas condicoes do escoamento, a transferéncia de calor por conducao pode ser desprezada. A
equacao que descreve a variacao da temperatura ao longo do escoamento é:

0 0
E(PCPT) + %(pchT) =0

com as condicoes:

Apesar de possuir some termos de primeira ordem, esta é uma equacao hiperbdlica. Para
provar isto, basta diferenciar a equacao em relacao a t ou a x, onde se obtém que os coefi-
cientes A ou C sao nulos e B > 0, considerando que as propriedades fisicas e a velocidade
sao positivas.

A solucao para este problema serda uma fungao descontinua da forma:

1;

AN
s SR

1o

~
v

Basicamente, esta func¢do representa uma descontinuidade (degrau) na solug¢ao que viaja
ao longo do dominio. Neste caso, o termo x/U funciona como um tempo caracteristico.
Conforme o fluido é alimentado com uma temperatura Ty, leva um determinado tempo para
que este afete a temperatura em um posicao = longe da entrada, sendo este tempo uma
funcao somente da velocidade U.

Com base nesta solugdo, pode-se observar as seguintes caracteristicas associadas com as

EDP’s hiperbolicas:
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e A condicao de contorno especificada em x = 0 afeta somente a temperatura para x > 0.

Caso valores de x < 0 fossem avaliados, estes nao seriam afetados por Ty;

e A condigao de contorno na entrada se propaga ao longo do dominio de solugao com

uma velocidade finita U

e Qualquer variacao nas condicoes da entrada nao serao sentidas em um ponto x até que

t=uzx/U.
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Lista de Exercicios 10 - Classificacao de EDP’s e Métodos das Linhas

01) Classifique as seguintes equagoes diferencias em parabolicas, elipticas ou hiperbolicas:

a)@_i_az_u_eﬂﬁ_l_ey 0)@4_ 0%u =0
ox2 Oy ox?  0xdy
ou 0%u )
b) PU%:M@JFP% d) Vu=V-u
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5 Método de Diferencas Finitas para

EDP’s Elipticas

As equacoes elipticas surgem com frequéncia na modelagem de problemas de equilibrio,
como por exemplo na descricao de transferéncia de calor em sistemas bidimensionais em
estado estacionario. Como visto na aula anterior, as equacoes elipticas possuem a caracteris-
tica de que o dominio de dependéncia e o dominio de influéncia sao iguais e englobam todo
o dominio de solugao. Por isso, para conhecer o valor de uma dada varidvel em um ponto,
deve-se conhecer os valores em todos os outros pontos. Isto implica que para resolver uma
equacao eliptica através de métodos numeéricos, deve-se resolver todo o dominio de solugao
simultaneamente. Por isso, o método das linhas nao pode ser aplicado neste caso.

Dentre as EDP’s elipticas mais importantes, pode-se destacar as equacoes de Laplace e
de Poisson. Em um sistema bidimensional, estas equagoes sao expressas, respectivamente,
como:

TN TR T
oz oy? ox  oy? oY

5.1 Equacao de Laplace

Para ilustrar a aplicacao do método de diferencas finitas para equagoes elipticas, considere
a distribuicao de temperatura em um sistema 2D com dimensodes L x W onde trés contornos
sao mantidos em uma temperatura fria Tr e a superficie superior é mantida em uma tem-
peratura quente Ty. Pode-se definir uma temperatura adimensional uw = (T'—Tp) /(T —Tr)
para facilitar a resolugao, de modo que quando T' = Tp, u = 0 e quanto 7' =Ty, v = 1. Um
esquema deste sistema ¢ apresentado na figura a seguir.
Neste caso, a equacao que governa a distribuicao de temperatura ¢ a equagao de Laplace:
0u  0*u
o2 "o
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>

u=1
L
u=0 u(x,y) u=20
0 > X
0 u=20 W

com as seguintes condicoes de contorno associadas:
u(0,9) =0 w(W,y) =0 u(z,0) =0 u(z,L) =1

Para resolver este tipo de equacgao, pode-se aplicar o método de diferencas finitas. Anteri-
ormente, o método foi aplicado para a resolucao de EDQO’s, de modo que a solucao buscada
era funcao de somente uma variavel independente. O dominio de solugao desta variavel foi
entao dividido em um dado ntimero de pontos e aproximacoes por diferenca finitas foram
aplicadas para obter uma representacao discreta da derivada em cada um destes pontos.

No caso da equacao de Laplace, a solucao buscada é funcao de duas varidveis indepen-
dentes, de modo que o dominio de solucao ¢ um plano e nao uma reta. Neste caso, também
é necessario dividir o dominio em um conjunto de pontos, porém estes pontos irao gerar uma
matriz e nao um vetor como no caso das EDO’s.

Por exemplo, considere que o dominio de solucao seja dividido em N; elementos com
tamanho Az na dire¢do x (ou N; + 1 pontos) e em N, elementos com tamanho Ay na
diregdo y (ou N; + 1 pontos), como indicado na figura a seguir.

Neste caso, o grid numérico (ou malha numérica) possui duas dimensées, de modo que a
solucdo serd devera ser indicada com dois indices, neste caso uli, j]. O indice i se refere a
direcao x e o indice j & direcao y. Por exemplo, considerando Ax e Ay constantes, o termo
u[3, 6] se refere a aproximagao da solugdo em = = 3Az e y = 6Ay.

A equacao de Laplace possui derivadas segundas em relacao a duas variaveis independentes
x e y. Neste caso, a aproximacao por diferencas finitas das derivadas parciais parte de uma
expansao em séries de Taylor na direcao especifica da variavel independente analisada. Por

exemplo, para avaliar a derivada em relacao a x, considera-se y constante e portanto o indice
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j € mantido fixo e o indice i é variado de acordo com o esquema utilizado. Utilizando um

esquema central para a aproximacgao nas duas diregoes, temos:

Pu _uli —1,5] — 2uli, j] + ufi + 1, ] Ou _uli,j — 1) — 2uli, j] + uli,j + 1

0x? Ax? oy? Ay?

Substituindo na EDP:

uli — 1, 5] — 2uli, j] + uli + 1, 5] N uli, j — 1] — 2uli, j] + uli, j + 1]

=0
Ax? Ay?

Multiplicando a equacao por Az e definindo oo = Az /Ay:
uli — 1, ] — 2ufi, j] + uli + 1, 5] + o*(uli, j — 1] — 2uli, j] + uli, j +1]) = 0
Colocando os termos u[i, j| em evidéncia:
uli — 1, 5] +uli + 1, 5] + o*(uli, j — 1] + uli, j + 1]) — (24 20®)uli, j] = 0

De modo que:

uli — 1, §] +uli + 1, 4] + o®(uli, j — 1] + ufi, j + 1])
2(1 4 a?)

uli, j] =

Esta expressao pode ser utilizada para determinar a solugao em um dado ponto com base
nos valores dos pontos vizinhos. Como envolve o conhecimento de pontos vizinhos em todas
as direcoes, esta expressao nao pode ser utilizada nas fronteiras, onde algum dos vizinhos
nao é definido. Assim pode-se utilizar a expressao anterior para qualquer valor de 7 diferente

de 0 ou NV; e para qualquer valor de j diferente de 0 ou IV;.
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Como pode ser observado, no caso de um grid quadrado, com Ax = Ay, teremos que
o = 1, de modo que a solugao no ponto [i,j] serd simplesmente a média aritmética da
solucao nos seus quatro vizinhos.

Por envolver o valor da variavel em um dado ponto e em seus quatro vizinhos, esta forma
de aproximacao é muitas vezes chamada de aprorimacao em 5 pontos.

Uma notacao muito 1til para apresentar relagoes similares a esta pode ser conseguida
utilizando o conceito de pontos cardeais. Com isso, os vizinhos a um dado ponto P sao
representados como pontos leste (F), oeste (W), norte (V) e sul (S), por compara¢do com

uma projecao cartografica cartesiana, como indicado na figura a seguir.

N

@ ® i
w o Pl(i,]

. .( J) E

& ‘S &

Neste esquema, o ponto [i, j] é identificado como ponto P, o ponto [i + 1, j] como ponto
E, e assim sucessivamente. A vantagem de utilizar este esquema é que pode-se associar um

coeficiente A com cada ponto, de modo a escrever a equacao discretizada como:
Ap(uli, j]) + Aw (uli = 1,5]) + Ap(uli + 1, 5]) + As(u[i, j = 1]) + An(uli,j +1]) =0
No exemplo anterior, os coeficientes associados sao:
Ap = —(2+2a%) Ay = Ap =1 Ay = Ag = o?

A discretizacao de equacoes elipticas homogéneas em um sistema bidimensional sempre
ird gerar uma relacao desta forma, portanto pode-se simplesmente alterar os coeficientes A

para incluir as modificacoes em relagao a este caso.
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5.1.1 Discretizacdao das Condicoes de Contorno

Para resolver o sistema de equacoes lineares, cada ponto do grid deve possuir uma equagao
linearmente independente associada. A relacdo anterior pode ser aplicada para todos os
pontos externos, enquanto que nas fronteiras pode-se utilizar as condi¢oes de contorno.

Relembrando, as condi¢oes de contorno associadas sao:
u(0,) =0 u(W,y) =0 u(z,0) =0 u(w, L) =1

A primeira condigao, u(0,y) = 0, é aplicada em x = 0, ou seja, na extremidade esquerda
do dominio de solucao. Como a direcao x é representa pelo inidice ¢, a fronteira z = 0
equivale a © = 0. Com relacao a diregao y, identificada pelo indice j, a condicao deve ser
valida para todos os valores de j = 0 até j = N;. Assim, pode-se especificar esta condi¢ao

de contorno como:
u(0,y) =0 — ul0,j] =0 j=0 atée  N;

A utilizagao de indices partindo de 0 e indo até IV; ou N; causa problema nos vértices do
grid, pois nestes pontos pode haver sobreposicao de condicoes de contorno. Por exemplo,
considere a condi¢ao na superficie superior (y = L). Esta condicao estabelece que u(x, L) =

1. Assim, pode-se definir esta condi¢ao na forma discreta como:
uw(z,L) =1 — uli, Nj| =1 i=0 até N;

ou seja, fixa-se a direcdo y e varia-se a direcao x para cobrir todo o dominio de solucao.
No entanto, no vértice u[0, N;| (canto superior esquerdo), ja havia sido atribuida a condigao
1[0, N;| = 0. O mesmo problema ird ocorrer em todos os vértices, pois representam uma
intersecao entre fronteiras que podem ou nao ter condicoes distintas associadas. A pergunta
6bvia que deve ser feita neste caso é qual condi¢ao deve ser aplicada nos vértices. A resposta
nao tao o6bvia é que nao existe uma regra geral para isto. Normalmente, o grid numérico
possui um nimero elementos suficientemente grande para a escolha nao ter uma importancia
tao significativa. Neste caso, serd considere que nos vértices superiores u = 1. Assim, a

primeira condicao deve ser expressa como:
uw(0,9) =0 —  u[0,j]=0 j=0 ate N;—1
e as demais condicoes resultam em:

uWyy) =0 = wu[Ni,j] =0 j

Il
e}
®
+
@

=
|
—
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u(z,0) =0 — uli, 0] =0 1=1 até N;—1

Na ultima condicao, foram especificados valores a partir de ¢ = 1 até ¢ = N; — 1 porque
os vértices ja haviam sido definidos nas demais condicoes.
Dessa forma, todos os pontos do grid possuem uma equacao algébrica associada. Resol-

vendo este sistema de equagoes, obtém-se uma aproximacao para a solugao da EDP.

5.1.2 Obtencao do Sistema de Equacdes Algébricas

Para ilustrar este problema, considere uma malha simplificada com N; = N; = 4 e com
igual espacamento nas dire¢oes x e y, de modo que Az = Ay e como consequéncia o = 1.
Certamente um grid com este nimero de elementos nao ¢ adequado para representar um

sistema fisico real, mas serd utilizado somente para ilustrar a obtencao das equagoes.

JM0.4] u[1.4] ul24] ul34] uf44]

3 Lul0.3] [u[1.3] Jui2.3] +u[3,3] Jul4.3]
) W02 |u[1.2] Jui2.2] ul3.2] Jul4.2]
4 Qu0A] Jul11] Ju2.1] Jul3.1] ful4.1]
0 .u[0,0] 1Itu[1,0] 1I'u[2,0] ‘u[3,0] .u[4,0]

i=0 1 2 3 4

As condicoes definidas anteriormente, na forma discretizada, foram:

fronteira esquerda  u[0,j] =0 j=0 até N; —1
fronteira superior  wufi, N;| =1 i=0 até N;
fronteira direita  u[N;, j] =0 j=0 até N; —1
fronteira inferior  w[i,0] =0 i=1 ate N, —1
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A aplicacao da condicao na fronteira esquerda resulta em:
u[0,0] = u[0, 1] = u[0,2] = u[0,3] =0

De forma semelhante, a aplicacao das condicoes nas fronteiras superior, direita e inferior

resulta, respectivamente, em:
ul0,4] = u[l,4] = u[2,4] = u[3,4] = u[4,4] =1
ul4,0] = u4,1] = u[4,2] =u[4,3] =0

u[1,0] = u[2,0] = u[3,0] =0

Estas condigoes definem os IV; x N; = 16 pontos da fronteira. Para os pontos internos,

deve-se utilizar a equacao discretizada obtida anteriormente:
Ap(uli, j]) + Aw (uli = 1,5]) + Ap(uli + 1, 5]) + As(uli, j = 1]) + An(ui, j + 1]) = 0
Com os coeficientes
Ap = —(2+2a%) = —4 Ay = Ap =1 Ay =Ag=a*=1
Por exemplo, para j = 1, estas equacoes resultam em:
Apu[l, 1] + Awul0,1] + Agu[2, 1] + Asu[l,0] + Ayu[l,2] =0

Apul2,1] + Awull, 1] + Agu[3, 1] + Asu[2,0] + Ayu[2,2] =0

Como pode ser visto, estas equacoes dependem também dos valores nas posigoes 7 = 0
e j = 2. Fazendo o mesmo procedimento para as demais linhas, ird se obter equagoes
semelhantes. Neste caso, serao 9 equacoes além das condicoes de contorno. Por simplicidade,
as aproximacoes u[i,j] serdo representadas por w;;. Assim, considerando os valores dos

coeficientes e as condicoes de contorno, as equacoes anteriores podem ser expressas como:

—dur + U +u12 =0
—4U21 + UuU11 + U3l + U929 — 0

—4ugr + ug1 + uzz =0
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De forma semelhante, para j = 2, as equacoes obtidas sao:

—4ugg + Uz + ugz +upp =0

—4U22 + Ui + Usg + U3z + U2y = 0
—4U32 + U3z1 + Ugo + Uz = 0

Finalmente, para j = 3

—4U13 + Uiz + U2z = -1
—41@3 + U3 + Usz + Uop = —1
—4U33 + U3 + Usgy = —1

Este sistema pode ser representado na forma matricial como:

(4 1 0 1.0 0 0 0 0]fun] [o]
1 =4 1 0 1 0 0 0 0] |un 0
0 1 =4 0 0 1 0 0 0] |us 0
1 0 0 =4 1 0 1 0 0] |u 0
0 1 0 1 —4 1 0 1 0] lum|=]0
0 0 1 0 1 —4 0 0 1| ]us 0
0 0 0 1 0 0 —4 1 0] us| [-1
0 0 0 0 1 0 1 —4 1] |us| |-1

(00 0 0 0 1 0 1 —4] |ug| |1

Este sistema pode ser apresentado de uma forma simplificada como:

B I 0 |u 0
I B I| |ux| =10
0 I B Us —1

onde I é a matriz identidade 3 x 3 e os blocos B sao dados por:

0s vetores uy representam os pontos associados com valores fixos de j = .

O sistema linear formado com estas equacoes ird apresentar uma estrutura conhecida como

tridiagonal em blocos. A resolucao deste sistema linear através de técnicas de eliminacao
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nao costuma apresentar bons resultados, pois a matriz dos coeficientes usualmente é muito
esparsa (a maioria dos elementos sdo nulos). Em contrapartida, métodos iterativos como
Jacobi e Gauss-Siedel apresentam excelentes resultados, pois usualmente a matriz possui a
diagonal principal dominante.

Resolvendo o sistema de equagoes, obtém-se os seguintes valores:
U] = U3 = 0.0714 Uo1 = 0.0982

U192 = U32 — 0.1875 Uo2 = 0.25

U13 = Us3z = 0.4286 Ug3 = 0.5268
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Lista de Exercicios 11 - Diferencas Finitas para EDP’s Elipticas

1) (Equagao de Poisson) Considere um sistema bidimensional, como na Figura a seguir,
representando um meio s6lido com condutividade térmica constante onde existe uma fonte
uniforme de calor ¢/k e as fronteiras sdo mantidas em T' = 0°C. Neste caso, a equacdo que
descreve a variacao de temperatura ao longo das direcoes = e y, em estado estacionario, é
dada por:

0*T N T g
ox?  0y> k
As equagoes com este formato sao chamadas de equagao de Poisson e sao uma importante

classe de equacoes elipticas.

>

T=0

T=0 q/k T=0

> X

0 L

Considere um sistema onde L = W = lem e ¢/k = 1.5 x 103K /em? correspondendo,
por exemplo, a um microchip onde ocorre dissipagao de calor devido a passagem de uma
corrente elétrica. Utilizando uma malha com N; = N; = 5, obtenha a temperatura no centro
do microchip. Se necessario, interpole os valores dos pontos vizinhos ao ponto central.

R:T =67.5°C

2) (Utilizagdao de Planos de Simetria) Considere novamente o sistema descrito no
exemplo anterior. Como as condigoes de contorno impostas sao iguais em todos as fronteiras
e a fonte de calor ¢ homogénea, os planos paralelos aos eixos x e y e que cruzam o ponto central
representam planos de simetria. Isto implica que é suficiente considerar somente 1/4 do
dominio de solucgao, ja que o comportamento neste quadrante sera idéntico ao comportamento

nos demais'. A condicao matematica que representa os planos simetrias é de derivada nula

! Alguns sistemas podem apresentar quebra de simetria devido & flutuacoes inifinitesimais préximas a pontos

de bifurcacao, mas este comportamento é raro e usualmente nao precisa ser considerado.
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em relacao a direcao normal. Dessa forma, o problema anterior pode ser representado da

forma:

wyo L. 9T/0y=0

T

I
o
0
S~
~
_-_-_.Q?D__-_
%
T~
I
I
-

a) Utilizando novamente N; = N; = 5, obtenha a temperatura no ponto central. Observe

que neste caso o ponto central corresponde exatamente ao vértice T[N;, IV,].
R: T =51.465°C

3) A distribuigao de temperatura em uma placa plana é dada pela equagao de Laplace:

T T

a2z T g "

Considere um sistema com as seguintes condicoes de contorno:

T=50°C _
T=100°C T=75°C H/2
dT/dx=0 dT/dx=0 HI2

dT/dy=0

y L I

] L 1

X

a) Aplique o método de Diferencas Finitas para discretizar a equagao e as condicoes de

contorno em uma malha com N, elementos na direcao x e N, elementos na diregao y;

68



b) Faca um esbogo de um algoritmo que possa ser utilizado para obter T'(z,y) para este
caso;

¢) Implemente o algoritmo proposto no item b, considereando L = H = 10. Avalei
diferentes valores de Az e Ay até que a solucao nao seja significativamente influenciada por

estes valores.

4) A equagao de Poisson pode ser escrita para um sistema tridimensional como:

82T+82T+82T_f< )
0z Oy: 022 Yz

Resolva esta equagao para um cubo com lado L = 1 para o caso onde f(x,y,z) = —10 e com

condicoes de contorno igual a zero em todas as fronteiras. Utilize Az = Ay = Az = 0.1.
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6 Método de Diferencas Finitas para

EDP’s Parabdlicas

Como visto em aulas anteriores, as equacodes parabdlicas possuem uma separacao entre
o dominio de influéncia e o dominio de dependéncia dos pontos. A principal categoria de
equacoes parabolicas sao as relacionadas com a equacgao do calor:

ou  0u

ot~ “oa?
Sendo que esta equacao governa a variacao de um potencial u ao longo do tempo e da dire¢ao
espacial x.

Para equacoes parabodlicas, a separacao entre os dominios de influéncia e de dependéncia
possibilita o uso de métodos de marcha para avaliar a solu¢ao a partir de uma condicao inicial
até um ponto final que nao precisa ser previamente definido, ou seja, pode-se construir o
dominio discretizado conforme se avanca na solucao.

Para ilustrar a aplicacao do método de diferencas finitas para a discretizacao de equacoes
parabdlicas, sera considerado a equacao do calor unidimensional por simplicidade:

ou  0*u

ot~ “oa2
Neste caso, assim como para a equacao de Laplace vista anteriormente, o dominio de solucao
também possui duas dimensoes, de modo que a variavel discretizada sera identificada como
uli,m] = u;,, onde i representa a dire¢do x e m o tempo. A solucdo da EDP neste caso sera
da forma u(z,t), enquanto que sua aproximagao discreta serd da forma u; ,.

Para resolver esta equacao, é necessario especificar duas condigoes de contorno em z e
uma condi¢ao inicial no tempo. Por exemplo, considere que as extremidades t =0e z = L

sejam mantidas em uma condicao tal que v = 0 para todo o tempo.
u(0,t) =0 u(L,t) =0

70



Além disso, considere que inicialmente o sistema esteja mantido em uma condi¢ao u = 1 ao
longo de toda a direcao x:

u(z,0) =1

Uma das principais diferencas em relacao as equacoes elipticas ¢ que no caso das paraboli-
cas o dominio de solugao é aberto em uma das direcoes, no exemplo anterior em relacao ao
tempo. Isto implica que nao é necessirio conhecer condi¢oes em um valor final de tempo
para resolver a equacao. Na figura a seguir é representado um exemplo de grid numérico

associado a uma equagao parabdlica.

y A

N N N
N N N
N N
N N N
N N
N N N
N N

m+1r

m [ } S S N S S S S { ]

m— 1 L1 O O O O O O O {1
b—0—O0—0—0—0—0—0—11

=() [ SEE WS CEE T -
O I— 1 1 I+ 1 N i
x=0 x=],

O grid neste caso possui NV; elementos na direcao z, ou seja, esta direcao ja esta totalmente
definida. Na direcao t, pode-se continuar avaliando o sistema conforme for necesséario. Neste
caso, € comum dizer que cada valor m corresponde a um nivel de tempo distinto. Por
exemplo, ug 4 representa uma aproximacao para a solu¢ao no ponto ¢ = 2 no nivel de tempo
m = 4. Em termos do dominio continuo, isto representa uma aproximacao na posi¢ao
x = 2Ax e no tempo t = 4At.

Para aplicar o método de diferenca finitas nesta equacao, deve-se discretizar a derivada
espacial, assim como realizado para a equacao de Laplace, e a derivada temporal, como sera

apresentado a seguir
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6.0.1 Discretizacao das Derivadas Temporal e Espacial

A existéncia de um caminho preferencial nas EDP’s parabolicas facilita a sua anélise
numeérica, pois para determinar a solugao em um dado ponto u;,, basta considerar o seu
dominio de dependéncia. Analisando em termos fisicos, isto significa que nao é preciso
avaliar um nivel de tempo m + 1 (futuro) para determinar a solugdo em um nivel de tempo
m (presente). Assim, para avaliar a derivada primeira em uma posi¢ao i e em um nivel m,

deve-se utilizar um esquema para, tras, de forma que:

ou  uli,m| —uli,m — 1]

ot At

Para a discretizacao da derivada espacial em x, como comentado anteriormente, considera-
se as demais variaveis independentes constantes. Neste caso, existem duas possibilidades para
a discretizacao: manter o tempo constante no nivel m ou no nivel m — 1. Cada uma das
possibilidades possui suas vantagens e desvantagens. A avaliagao no nivel m — 1 é conhecida
como formulacdo explicita, e utilizando um esquema central resulta em:

Pu u[i —1,m—1] —2ufi,m — 1] +uli + 1,m — 1]
Ox? Ax?

De forma equivalente, a formulacao baseada no nivel m é conhecida como formulacao im-

plicita, e resulta em:
O?u  ufi —1,m] — 2uli,m] + uli + 1,m)|

0x? Ax?

Pode-se observar que se a derivada segunda for substituida por uma fungao f(¢,y) qual-
quer, a formulacao explicita é equivalente ao método de Euler explicito e a formulagao
implicita ao método de Euler implicito. A principal vantagem do método explicito é sua
facilidade de implementacao, pois pode-se partir da condicao inicial definida no nivel m =0
para avaliar de forma explicita todos os pontos no nivel m = 1 e continuar com este pro-
cesso até atingir o tempo final desejado. Ja a formulacao implicita requer a resolucao de um
conjunto de equagoes algébricas para cada nivel de tempo. No entanto, assim como para o
método de Euler, a formulacao explicita possui sérios problemas de estabilidade, sendo em
muitos casos necessario o uso de passos de tempo muito pequenos, enquanto que a formu-
lacao implicita é automaticamente estavel. A seguir serao apresentados mais detalhes sobre

as duas possiveis formulagoes.
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6.1 Meétodo Explicito

Utilizando a formulacao explicita, a equacao do calor unidimensional pode ser expressa na

forma discretizada como:

uli, m] — uli,m — 1] uli — 1,m — 1] = 2u[i,m — 1] + u[i + 1,m — 1]

=«
At Ax?

Como pode ser visto, esta equacao possui somente um termo avaliado no nivel de tempo m.

Definindo o seguinte parametro adimensional, conhecido como numero de Fourier:

alt
Fo=—
0 Ax?

A equacao anterior pode ser escrita como:
uli,m] =uli,m — 1] + Fo(uli — 1,m — 1] — 2u[i,m — 1] + u[i + 1,m — 1])

Assim, o termo Fo(u[i —1,m — 1] — 2u[i,m — 1] + u[i + 1, m — 1]) pode ser visto como uma
correcao para o valor no ponto 7 devido a uma passagem de tempo At. Desta forma, os
valores para um novo nivel de tempo m podem ser obtido somente com base nos valores
do passo anterior (ja conhecidos), de forma que este procedimento é um método de marcha
no tempo (nao é necessario convergir no passo atual para avancar para o proximo). Este

comportamento é ilustrado na figura a seguir:

i,m

i-1, m-1 i,m-1 i+1,m-1

Conforme comentado anteriormente, o principal problema com a formulacao explicita é a
dificuldade em garantir a estabilidade. Para analisar a estabilidade desta formulacao pode-
se utilizar um método chamado de método de von Neumann. A obtencao do critério de
estabilidade nao sera apresentada aqui por brevidade, porém pode-se mostrar que o método
serd estavel somente se:

aAt 1

Fo=°"— <=
0 Ax?2 2

ou seja, deve-se utilizar valores de Az e At que garantam que esta condicdo seja satisfeita.

Da mesma forma que os critérios utilizados para manter a estabilidade do método de Euler,
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esta condicao nao garante que a precisao desejada sera atingida, garante somente que 0s erros
de arredondamento nao serao amplificados ao longo da solugao. De fato, a reducao no valor
de Az ird aumentar o nimero de Fourier e como consequéncia prejudicar a estabilidade.
Porém como a aproximacgao por diferencas finitas é baseada em um truncamento da série
de Taylor, a reducao em Az reduz os erros de truncamento. A estratégia que costuma ser
aplicada neste caso é determinar o Az tal que os erros de truncamento sejam suficientemente
baixos e com base neste valor determinar qual o passo de tempo que pode ser utilizado para

garantir a estabilidade.

Para ilustrar a aplicacao do método explicito, considere um caso onde deseja-se remover
uma dada espécie quimica A do interior de um meio poroso até o meio externo, como por
exemplo em um processo de extracao sélido-liquido ou processo de sacagem, como ilustrado

na figura a seguir:

%
L
—>
1 X
9Ca _y, Ch = KpCa oo
ox :
: CVA,oo
: OA(CE,O) = CA,O L
N

Mediante alguns hipoteses simples, a equacao que descreve a transferéncia de massa da

espécie A é dada por:
oCy . 9°Cy
ot N oa?
onde Dy é o coeficiente de difusao e C4 a concentracao da espécie A. A solucao neste caso

sera da forma Cy(z,t). Como condiges de contorno, temos que:

OA(L,t) = KpOApo = OZ

0C4

-4 =0
895 z=0
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Como condicao inicial, serd considerado que o sistema esta com uma concentracao constante:
CA(iL', 0) = CA70

Para facilitar a resolucao deste problema, pode-se definir uma variavel adimensional da

forma:
B Ca—C5
Cyao—C}

de forma que a equagao governante, as condigoes de contorno e a condic¢ao inicial podem ser

u

reescritas como:

o, o
ot a2
u(L,t) =0 %IZU:O u(z,0) =1

A discretizacdo da equacao governante através do método de diferencas finitas explicito

resulta em:
ul[i,m] = uli,m — 1] + Fo(uli — 1,m — 1] = 2uli,m — 1] + u[i + 1,m — 1))
ou em notacao compacta:

Ui = Uim—1 + FOo(Wi—1m_1 — 2Uim—1 + Wit1m—1)

)

onde neste caso Fo = D,At/Az?. Como a difusividade é uma propriedade fisica do sistema,
este ¢ um valor fixo e previamente conhecido. Assim, é necessario definir dois parametros,
por exemplo Az e Fo, de modo que At pode ser calculado.

Por exemplo, considere um caso onde L = 1 mm e Az = 0.2, de modo que N; = L/Ax = 5.
O valor de At deve ser pequeno o suficiente para garantir a estabilidade. O critério para
estabilidade ¢ Flo < 0.5, porém é recomendavel utilizar um valor relativamente menor. Neste

caso, serd considerado que Fo < 0.25, de modo que o passo de tempo sera:

FoAz?
At =
Dy

Por exemplo, pode-se considerar que um valor razoavel para D4 ¢ 0.01 mm?/s, de modo que:

(0.25)(0.2)* _

At =
0.01

1s

Considerando que N; = 5, o grid numérico serd da forma como apresentado na figura

seguir.
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Para inicar o processo de aproximagao da solucao, pode-se primeiramente definir as condigoes
de contorno e a condicao inicial. Novamente, nos vértices do grid existe uma sobreposicao
de condicoes, pois as condi¢oes de contorno indicam que u(0,t) = u(L,t) = 0 para qualquer
t e a condigao inicial indica que u(x,0) = 1 para qualquer x. Neste caso serd considerado
que a condicao inicial seja satisfeita nos vértices, de modo que para o nivel de tempo m =0

(condigao inicial), temos que:
Up,0 = U1,0 = U2,0 = U3,0 = U400 = U550 = 1

Com base nestes valores, pode-se determinar o proximo nivel de tempo, m = 1. Primeira-
mente, pode-se definir as condicoes de contorno. Na extremidade x = L, a condicao de

primeira espécie pode ser expressa na forma discreta como:
u(L,t) =0 — Usm =0 m>1

sendo esta condicao valida para qualquer nivel de tempo além do inicial. De forma semel-

hante, a condicao de segunda espécie na fronteira x = 0 implica que:

ou
— =0 — Ugm = Ulm m>1
0z lz=0

Assim, resta avaliar os pontos internos (i = 1 até i = 4). Por exemplo, para i = 1 temos
que:

ul,l = ul,O + FO(UQQ — 2U1,0 + 'U/Q’[)) = ]_ + 025(1 — 2 + 1) = 1

De forma semelhante, para os demais pontos:

U1 = U20 —+ FO(ULO — 2U2,0 + Ug’o) =1 + 025(1 -2 + 1) =1
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U3,1 = U3 + FO(UZQ — 2U370 + U470) =14+ 025(1 — 2+ 1) =1
U471 = U470 + FO(’U,3’0 — 216470 + U570) =1 + 025(1 -2 + 1) =1

Como pode ser visto, somente o ponto associado a condicao de contorno em x = L foi

alterado. Resumindo:
Up,1 = U1,1 = U211 = U3,1 = Ug1 = 1 Us1 = 0

Esta caracteristica é comum dos métodos de diferencas finitas explicito. No proximo nivel
de tempo, m = 2, somente os valores em i = 5 e ¢ = 4 serao diferentes dos valores iniciais,
ou seja, para cada nivel de tempo somente um ponto adicional é afetado pela condicao de

contorno. Neste caso, os valores nestes pontos serao:
us2 =0
Ugo = Ugq + Fo(usy —2uyy +us1) =1+0.25(1 -2+0) =0.75
De modo que:
Up2 = U2 = U2 = U3 2 = 1 Ug2 = 0.75 Us1 = 0

De forma semelhante, para o proximo nivel de tempo somente os valores associados a

1t =3,1=4e1 =05 serao diferentes da condi¢ao inicial:
us3 =0
Ug3 = Ugo + Fo(uss — 2uss + us o) = 0.75 + 0.25(1 — 2(0.75) + 0) = 0.625
ugs = Uz + Fo(uge — 2ugs + uge) =1+ 0.25(1 — 2+ 0.75) = 0.9375
Assim:
Upg = Uz = Uz = 1 uzz = 0.9375 ugz = 0.625 us; =0
Para m = 4, obtém-se:
us 4 =0
Uy = Uz + Fo(uss — 2us3 + us3) = 0.625 + 0.25(0.9375 — 2(0.625) + 0) = 0.54687
uga = Uz + Fo(uzs — 2ug 3 + ugs) = 0.9375 + 0.25(1 — 2(0.9375) + 0.625) = 0.875
Uga = Ug3 + Fo(uyz — 2ug 3 +ug3) = 1+ 0.25(1 — 24 0.9375) = 0.9844
Assim:
Upa = U g = 1 ug 4 = 0.9844 uz 4 = 0.875 ug 4 = 0.54687 us1 =0

Pode-se continuar com este procedimento até atingir o tempo final desejado.
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6.2 Método Implicito

Na formulagao implicita, a derivada espacial ¢ avaliada no mesmo nivel de tempo onde o

ponto esta sendo avaliado. Com isso, a equacao do calor unidimensional é discretizada como:

uli, m] — uli,m — 1] uli — 1,m] — 2uli,m] + u[i + 1, m]

=«
At Ax?

Considerando novamente a definicao do ntimero de Fourier, esta expressao pode ser escrita

como:

uli,m] = uli,m — 1] + Fo(uli — 1,m] — 2u[i,m] + uli + 1,m])

Assim, o valor no ponto ird depender do valor no mesmo ponto e no tempo anterior e
dos valores vizinhos no mesmo passo de tempo, como representado na figura a seguir. A

formulacao implicita é automaticamente estavel para qualquer valor de Fo.

i-1,m I'm i+1'm
pa
Y
N

N
4

4

i, m-1

Para ilustrar a aplicacao do método implicito, sera considerado o mesmo exemplo utilizado
anteriormente para o método explicito, mantendo um grid com N; = 5 elementos. Neste
caso pode-se utilizar um valor de Fo maior, jA que nao existe problemas de estabilidade.
No entanto, serd considerado o mesmo valor Fo = 0.25 para possibilitar uma comparagao

direta. Relembrando, a equacao governante e as condig¢oes associadas sao:

o, o
ot — " oa?
u(L,t) =0 %x:O:O u(z,0) =1

A equacao discretizada é dada por:
Uim = Wim—1 + Fo(Wi—1m — 2Uim + Uir1,m) = Uim—1 + Fo(Wi—1m + Uit1,m) — 2F0u; 1,
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Esta relacao também pode ser expressa como:
(2F0 + 1)ui,m — Ujm—1 — FOUZ‘,Lm — Foui+17m =0
Novamente, para o nivel de tempo inicial, temos que a condicgao inicial resulta em:
Upp = UL = Uz = U3 = Ugo = Us0 = 1
Para o préximo nivel de tempo, as condicoes de contorno resultam em:
us; =0 Up1 = U1

Para os pontos internos, neste caso serd obtido o seguinte sistema de equagoes:

(2F0 + 1)U171 — U0 — FOUOJ — F0U271 =0 — (1.25)’&171 — 0.2571271 =1

(2F0 + 1)U271 — Ug0 — FOULl - F0U371 =0 — (1.5)U271 - 0.25’&171 - 0.25U371 =1
(2F0 + 1)’&371 — Us,o — F0U271 — F0U471 =0 — (15)’&371 — 0.25UQ71 — 0.25’&471 =1
<2FO + 1)U471 — Ugp — FOU3,1 — F0U571 =0 — (1.5)111471 — 0.2571,371 =1

Este sistema linear pode ser expresso como:

1.25 —0.25 0 0 U1,1
—0.25 15 —0.25 0 Us 1
0 —0.25 1.5 —0.25| |usz:

)

0 0 —-0.25 1.5 Ug 1

|
—_ = =

Como pode ser visto, neste caso se obtém um sistema tridiagonal que pode ser resolvido,
por exemplo, com o uso do algoritmo de Thomas. Resolvendo este sistema, obtém-se em

conjunto com as condicoes de contorno:
Ug,1 = U1,1 = 0.999 U1 = 0.9949 Uz,1 = 0.9706 Ug1 = 0.8284 Us,1 = 0

Neste caso, pode-se observar que a condicao de contorno em x = L afeta todos os pontos
do grid. Este resultado é mais coerente com o comportamento fisico do sistema.

Avaliando para o préximo nivel de tempo (m = 2):
(2F0 + 1)U172 — U1 — FOUQQ — F0U272 =0 — 1.25’&12 — 0.2516272 = 0.999

(2FO + 1)’&2’2 — U211 — FOULQ — FO’LL3’2 =0 — 1.5’&2,2 — 0.251,6172 — 0.25’&32 = 0.9949
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(2F0 + 1)U372 — U3l — FOU2,2 - F0U472 =0

_>

(2Fo+ 1)ugo — usy — Fouzs — Fous o =0

Na forma matricial, este sistema resulta em:

1.25
—0.25
0
0

—0.25
1.5
—0.25
0

0
—0.25
1.5
—0.25

0
0
—0.25
1.5

0.5U3,2 — 0.25’&272 — 0.25U472 = 0.9706

—

U1,2
U229

us3,2

Uyq,2

[ 0.999 |
0.9949
0.9706

0.5284

1.5 — 0.25u3, = 0.8284

Como pode ser visto, a matriz dos coeficientes nao é alterada, havendo uma mudanca

somente na parte nao-homogénea. Resolvendo o sistema, obtém-se:

Ug2 = Ur2 = 0.9968 Ug2 = 0.9842 Uus2 = 0.929 Ug2 = 0.7071 Us 2 = 0

Fazendo o mesmo procedimento para o proximo nivel de tempo (m = 3), serd obtido o

sistema; ~ o ~ _
1.25 —0.25 0 0 U3 0.9968
—-0.25 15 —-0.25 0 Ug 3 0.9842
0 —-0.25 1.5 —0.25| |usgs 0.929
0 0 —0.25 15 Uy 3 0.7071
Resolvendo o sistema:
Up,3 = U1,3 = 0.9912 U3 = 0.9686 Usz,3 = 0.8839 Ug,3 = 0.6187 Us3 = 0
Finalmente, para m = 4:
1.25 —0.25 0 0 Up g 0.9912
—0.25 15 —-0.25 0 Ug 4 0.9686
0 —-0.25 15 —0.25| |usga 0.8839
0 0 —-0.25 1.5 Ug g 0.6187
Resolvendo o sistema:
Up4 = U4 = 0.9829 U4 = 0.9495 U3 4 = 0.8396 Ugq = 0.5524 Us4 = 0

Comparando com os valores obtidos com o método explicito para o mesmo nivel de tempo:

Upa = Ur 4 = 1 U4 = 0.9844 U3 4 = 0.875 Ug4 = 0.54687 Us1 = 0
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Como visto, os resultados obtidos com os dois métodos estao bem proximos, com a difer-
enca que o método explicito tende a provocar uma variacao mais rapida nos pontos proximos
a condicao de contorno em x = L e uma variacao mais lenta nos pontos mais internos.

De forma geral, o sistema obtido para cada nivel m sera da forma:
Aﬁm = ﬁm—l

onde

ﬁm - (ul,ma U2, m,y U3,ms U’4,m)
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Lista de Exercicios 12 - Diferencas Finitas para EDP’s Parabdlicas

1) (Equagdo do Calor) Uma das equagbes mais importantes para a engenharia é a

equacao do calor, definida de forma geral como:

ou 0%u

— = —

ot 0x?
onde o é uma constante representando o coeficiente de difusdao. Esta equacao é utilizada
para descrever processos transientes unidirecionais (ndo somente de calor). Considere as

seguintes condicoes de contorno:
u(0,t) =0 u(l,t) =0

e a seguinte condicao inicial:
u(z,0) =1
a) Considerando uma malha com Az = 0.2 e & = 0.5, determine o passo de tempo méaximo
que pode ser utilizado para garantir a estabilidade da solucao com o uso de uma formulagao

explicita;
R: At <0.04

b) Utilizando o método explicito, determine o valor de u em = = 0.6 e x = 0.8 para os

trés primeiros passos de tempo, considerando o valor de At obtido no item anterior;
R:t = At : u(0.6) = 1, u(0.8) = 0.5; t = 2At : u(0.6) = 0.75, u(0.8) = 0.5; ¢t = 3At : u(0.6) =

0.625, u(0.8) = 0.375
c¢) Determine u em x = 0.6 e = 0.8 para os trés primeiros passos de tempo utilizando
uma formulagao implicita. Considere o mesmo passo de tempo adotado no item b.
R:t=At: u(0.6) =0.909, u(0.8) = 0.727; t = 2A¢ : u(0.6) = 0.7934, u(0.8) = 0.562; t = 3A¢t : u(0.6) =

0.679, u(0.8) = 0.451

2) (Transferéncia de Massa em um Filme Descendente) Muitos processos de inter-
esse na engenharia quimica envolvem o transporte através de filmes liquidos que se formam
sobre superficies verticais. Considere, por exemplo, um caso onde uma espécie quimica A é
absorvida pelo meio liquido, conforme ilustrado na figura a seguir.

A variacao na concentracao da espécie A ao longo de y e z é dada por:

oC 0*C
uy(:) 52 = Da st

Mesmo nao envolvendo uma derivada temporal, esta equacao ¢ uma EDP parabdélica, pois
existe um caminho caracteristico associado a diregdo y (a informacdo viaja de cima para
baixo).
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£
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u, {z}

Ca {z}

Através da aplicacao das equagoes de Navier-Stokes, pode-se mostrar que no regime lam-

inar o perfil de velocidade é dado por:

p§]52 22
w2 =5, <1_§>

Como as propriedades fisicas e a espessura do filme § sdo constantes, pode-se ainda expressar

wer o (1-2)

Como condigoes de contorno, pode-se considerar que em y = 0 o liquido esta isento do

o perfil como:

composto A, de modo que:

OA(O,Z) =0

Na interface com o gés, pode-se assumir uma relacao de equilibrio:

CA(y7 O) = CAG

Além disso, pode-se também considerar que a parede é impermeavel, resultando em uma

condicao de derivada nula em relagao a z:

aC.,
W@’ §) =0

Com base nestas informacoes, utilize o método de diferencas finitas com formulacao ex-
plicita para discretizar a equacao para C4, ou seja, obtenha as equacgoes algébricas que

descrevem a concentracao ao longo do sistema.

3) Os reatores do tipo PFR (plug flow reactor) representam um modelo de reator ideal
muito utilizado para representar reatores tubulares, onde a reacao ocorre conforme a mistura

escoa através do reator, como representado na figura a seguir.
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Entrada saida
C=Cq } dc/dx=0

x=0 X=L

Através de algumas consideracoes, pode-se assumir que a concentracao das espécies varia
somente ao longo do tempo ¢ e do comprimento z do reator, de modo que para uma reagao

do tipo A — B a concentracao ¢ do reagente pode ser obtida através da seguinte equacao:

Oc d%c Oc
o1~ Pog —Ugy —he

onde D ¢é a difusividade massica da espécie no meio, U é a velocidade média da mistura
reativa e k a velocidade de reacao. Como condicoes de contorno para este sistema, pode-se
considerar que a concentra¢do na entrada (z = 0) é conhecida e que a reagao ocorre até a
mistura atingir a saida (z = L), de modo que:

oc
c(0,t) = ¢ el = 0

Como condicao inicial, pode-se considerar que inicialmente o reator estava isento do
reagente (c(x,0) = 0. Considere os seguintes valores para as constantes: D = 107*m?/s,
U=0.01m/s, k=05s"1 cog=100mol/m3 e L = 0.1m.

a) Utilizando o método de diferencas finitas com formulagao explicita, discretize a EDP e
obtenha o conjunto de equagoes algébricas que descreve a variacao na concentragao ao longo
do espaco e do tempo;

b) Faga um esboco de um algoritmo para resolver o sistema de equagdes obtidos na etapa
anterior;

c¢) Implemente o sistema de equagoes no Scilab e obtenha a concentragao ao longo do reator
até um tempo final de 60 s. Atente para os critérios de estabilidade Fo = DAt/Ax? < 0.5
e Co=UAt/Ax < 1;

d) Avalie diferentes valores de Az e At para garantir que o erro associado a discretizagao

seja suficientemente pequeno.
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