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Este material foi desenvolvido como complemento para a disciplina de Métodos Mateméaticos
Aplicados & Engenharia Quimica I. Devido & falta de atenc¢do ou de conhecimento do autor, even-
tuais erros podem estar presentes ao longo do texto.

Diversos autores serviram de base para a elaboracao deste material, sendo em muitos casos
trechos e exercicios copiados de forma direta. Infelizmente, ao longo do desenvolvimento estas
referéncias se perderam no tempo como lagrimas na chuva... De qualquer forma gostaria de destacar

alguns livros que foram fundamentais para o material apresentado a seguir:

e W. E. Boyce e R. C DiPrima (Equagoes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores
de Contorno): Sem duvida o mais utilizado. Excelente material para iniciar o estudo de

equacoes diferenciais, além de cobrir praticamente todos os tépicos da disciplina.

e E. Kreyszig (Advanced Engineering Mathematics), A. Jeffrey (Advanced Engineering Mathe-
matics) e M. D. Greenberg (Advanced Engineering Mathematics): trés livros com o mesmo
titulo, mas com abordagens diferenciadas. Apresentam os topicos de forma mais resumida,

com excelentes exercicios (em particular o Kreyszig).
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1. Conceitos Basicos

1.1. Introducao

Uma equacao algébrica representa uma igualdade entre duas fungoes, podendo conter uma
ou mais varidveis desconhecidas. A resolucao de equacoes algébricas implica em encontrar

os valores que satisfacam a igualdade. Por exemplo:
Pz =2 v rat=1

Pode-se determinar valores de z, y e z que satisfacam as igualdades.

Uma equacao diferencial envolve alguma igualdade entre termos contendo a derivada de
uma ou mais func¢oes desconhecidas em relacdo a uma ou mais variaveis. A resolucao das
equacoes diferenciais consiste em encontrar as func¢oes que satisfacam a igualdade. Por

exemplo:
dy o*T  0*T
_— — 1 _— _—
dx 3 Ox? * oy?

A solucao da primeira equagao diferencial serda da forma y = f(x) e da segunda sera da

0

forma T'= f(z,y). Assim como para as equagoes algébricas, uma equagao diferencial ou um
sistema de equacoes diferenciais pode nao possuir solucao, possuir solug¢ao tinica ou possuir
varias solucoes.

Uma equacgao diferencial contém varidveis dependentes e varidveis independentes.
As variaveis dependentes representam as funcoes que possuem derivadas presentes na equa-
¢ao, enquanto que as variaveis independentes representam em relacao ao qué estas derivadas
sao avaliadas.

Por exemplo, considere a seguinte equacao diferencial:

dy
23yt
at YT

Esta equagdo possui uma variavel dependente (y) e uma independente (¢). Assim, a solugao

da equacdo serd uma fungao do tipo y = y(¢). Uma mesma equacao pode possuir diversas
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variaveis depententes e independentes. Normalmente, as varidveis dependentes representam
quantidades fisicas que se deseja determinar, como por exemplo a temperatura de um sis-
tema, velocidade, concentracao de espécies quimicas, individuos em uma populacao, etc. Em
contrapartida, as varidveis independentes mais comuns em problemas de engenharia sao o
tempo e as coordenadas espaciais.

As equacoes diferenciais com formato similar & equacado anterior podem ser expressas como:

dy
dt

ft.y)

A principio, pode-se imaginar que esta equacao nao possui solucao, ja que se trata de uma
unica equacao com duas variaveis y e t. No entanto, deve-se lembrar que y é uma funcao de
t, ou seja, y depedende de t (por isso é chamada de variavel dependente). Em muitos casos,
é conveniente explicitar esta dependéncia, escrevendo a relacao anterior como:

Y flete)

Considere agora a seguinte equacao:

or  O°T
ot~ Yox2

onde a é uma constante. Neste caso, a equagao possui uma variavel dependente (T') e duas

independentes (t e x). A solucdo sera uma fungao de duas varidveis do tipo T = f(t,x). A

constante o atua como um pardmetro da equagao.

1.2. Classificacao das Equacoes Diferenciais

As equacoes diferenciais sao classificadas de acordo com suas caracteristicas. Esta classi-
ficacao é essencial para a determinacao dos métodos de andlise mais adequados para cada

equacao.

1.2.1. Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) e Parciais (EDP)

Quando a funcao desconhecida depende somente de uma variavel independente a equacgao

¢ chamada de Equacao Diferencial Ordinaria (EDO). Por exemplo:



De forma genérica, uma EDO pode ser expressa como:

f(t’ y7y,7 y”? AR 7y(n)) = O

Caso a variavel dependente dependa de duas ou mais varidveis, a equacao é classificada

como Equagao Diferencial Parcial (EDP). Por exemplo:

or_ LT
ot -« 0x?

1.2.2. Ordem

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada de maior ordem que aparece

na equacao. Por exemplo:

d*y
—Z = segunda ordem
dt? &

d

d_i + y3 =0 primeira ordem

A ordem da equacao nao estd relacionada com a maior poténcia na qual a varidvel esta

elevada.

1.2.3. Linearidade

Uma equacao algébrica é dita linear quando pode ser escrita da forma:
a1r1 + asxs + asxs+...a,x, +b=0

ou seja, quando as variaveis xq, To, ... T, Nao aparecem em termos nao-lineares.

De forma semelhante, a equacao diferencial ordinaria

F(t7 y? y/7 y//7 st Jy(n)) = 0

é dita linear se F' é uma funcao linear em relacao a variavel dependente e suas derivadas

(v, v,y y™).

[sto implica que uma EDO linear pode ser escrita da forma:

dny d(nfl)y

Ap (t) — + ap—1 (t) W

Jin + ... Fap(t)y = g(t)

ou seja, a variavel y ou suas derivadas nao estao presentes em termos nao-lineares, como

por exemplo produto entre a variavel e as derivadas, y” com n # 1 e fungdes nao lineares

10



contendo a variavel y (fungoes trigonométricas, exponencial, etc.). A varidvel independente

(t) pode estar presente em termos nao-lineares. Exemplos de equagoes lineares:

d? d d

t*y = sin(t — —ye =
az Tl g Ty =sin(t) ye

Quando as equacoes nao podem ser expressas da forma apresentada anteriormente sao
consideradas nao-lineares. As equacotes diferenciais nao-lineares possuem em geral uma re-
solucao muito mais complexa e por isso sao mais dificeis de serem avaliadas analiticamente.

Exemplos de equacoes nao-lineares:

dy 2 _
%—I—y =0

dy d*y

¢ dy
Y ~ di2

= sin(y) pn +te! =0

De forma similar, uma EDP ¢ dita nao-linear quando possui algum termo nao linear
envolvendo qualquer variavel dependente.
As EDO’s lineares ainda podem ser divididas em outras categorias que sao utilizadas para

facilitar a escolha dos métodos de solucao:

1.2.4. Homogeneidade

Uma equacao diferencial do tipo

Fty,y,y",...,y™) =0

¢ homogénea quando o termo associado somente & variavel independente é nulo. Na forma
apresentada anteriormente para as EDO’s lineares, a equacao ¢ homogénea quando g(t) = 0.
Caso algum termo diferente de zero nao estiver multiplicado pela variavel dependente (y) ou

alguma de suas derivadas, a equacao é dita nao-homogénea;

1.2.5. Coeficientes constantes e variaveis

Esta classificacao costuma ser empregada somente para EDO’s. Na expressao para uma
EDO genérica vista anteriormente, os coeficientes a,(t), a,—1(t)...ap(t) podem ser funcoes
conhecidas da variavel independente t. No entanto, caso estes coeficientes sejam constantes
(ndo dependam de t) a equagdo é conhecida como EDO com coeficientes constantes, caso

contrario é chamada de EDO com coeficientes variaveis.
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Uma classe de equacoes muito importante nas ciéncias exatas sao as equacoes autonomas.
Estas equacoes surgem quando a variavel independente nao aparece de forma explicita na

equacao.

Ezercicio 1: Classifique as seguintes equacoes diferenciais de acordo com os critérios

vistos anteriormente:

d d? dy
)d?;_tQ +2 b)fg+3$+2 =0
dy 2 d’y dy
)dt y (1 +1) d)dt3_25+ty+e

Ezercicio 2: Escreva a forma geral para uma equacao diferencial com as seguintes ca-
racteristicas:

a) EDO de primeira ordem linear;

R: Lyt = ()

b) EDO de segunda ordem;

d2
R: =0
dt2+f< y)

¢) EDO de segunda ordem linear, ndo-homogénea e com coeficientes variaveis.

d2
R: (t)——i—b

b + by = (o

12



Lista de Exercicios - Classificacao de equacoes diferenciais

1) Classifique as seguintes equagoes diferenciais em relagido ao tipo (ordinaria ou parical),

ordem, linearidade e homogeneidade.

i = Urits
c)eyccll—g; +t?y* =0 g)xQ% + tQ% =0
d)%+%:2tel/t h)j—z—e”+2

13



2. Modelagem de Sistemas Fisicos

2.1. Campo de Direcoes

Do ponto de vista geométrico, a derivada de uma funcao y(t) representa a inclinagao da
reta tangente a funcao em cada ponto. Considere uma equac¢ao de primeira ordem do tipo:
% = f(y.1)

A principio, as solugbes y(t) da equagao diferencial nao sdo conhecidas. Porém, sabe-se que
a inclinagao da reta tangente a solucao em qualquer ponto (t1,%;) vai ser f(y;,t1), ja que
este é o valor da derivada neste ponto.

O campo de direcoes é construido calculando-se f(y,t) para diversos pontos em um inter-
valo de y e t. Em cada ponto, desenha-se uma reta (ou seta) cujo coeficiente angular é o
valor de f(y,t) naquele ponto.

Por exemplo, considere a equagao:

dy

oyt
a Y

Avaliando a inclinacao da reta tangente para diversos valores de y e t no intervalo de -2 a
2 para as duas variaveis, obtém-se o campo de dire¢oes apresentado a seguir.

O comando utilizado para plotar o campo de direcoes anterior no Mathematica foi o
seguinte:

E importante observar que para construir o campo de direcdes, nio é preciso resolver a
equagao diferencial, bastando avaliar f(y,t) em diversos pontos.

Como a derivada de y(t) representa a inclinagdo da reta tangente a fun¢do em um dado
ponto, as retas tragadas no campo de dire¢oes devem ser tangentes as solugoes y(t). Assim,
avaliando-se para um nimero muito grande de pontos, pode-se obter as solucoes da equagao

diferencial que passam por um determinado ponto, o que implica que o campo de direcoes

14
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comando para normalizar todos os vetores
fit,y) intervalo dos eixos com 0 mesmo tamanho

VectorPlot[{1l, 't + v}, {t, -2, 2}, {v, -2, 2}], Wectorscale - {Tiny, 1, None},
| Axes - True, AxesStyle -» Thickness[0.0075], AxesLabel -» {t, yv}] |

opgdes dos eixos,

aparéncia e titulos
de uma equacao diferencial é uma representacao grafica da trajetoria das solucoes desta
equacao.

Como pode ser visto, existem infinitos caminhos ao longo do campo de dire¢oes, portanto,
existem infinitas possiveis solucoes. Normalmente, a resolucao de problemas com interesse
fisico envolve a especificacao de uma solucao em particular que atenda a uma condicao
especifica. Por exemplo, se y representa a concentracao de uma determinada espécie em um
reator, sabe-se que em algum instante inicial esta concentracao deve corresponder a um valor
conhecido (valor presente na corrente de alimentagao, por exemplo). Portanto, a solugao que
se estd buscando, além de satisfazer as equacoes que descrevem o processo, deve satisfazer
uma condicdo inicial especifica, ou seja, deve passar por um ponto (%o, yo) conhecido.

O conjunto de uma equacao diferencial com uma condicao inicial especifica é chamado de

Problema de Valor Inicial (PVI), podendo ser expresso de forma geral como:

dy
U () ylto) =
Considere novamente o exemplo anterior:

dy
-7 — t
a YT

Porém, suponha que se deseja obter uma solugdo que satisfaca a condigdo y(0) = o, onde

Yo € R. Pode-se buscar no campo de direcoes a trajetéria que passa por este ponto e tracar
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a solucao correspondente. Na figura a seguir sao ilustrados os casos para yo = 1, yo = 0 e

yo = —1.
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Quando a equagao diferencial é da forma dy/dr = f(y) (equacdo autonoma), o campo
de direcao serd composto por retas paralelas ao longo do eixo x, enquanto que quando

dy/dx = f(x), o campo serd composto por retas paralelas em y, como ilustrado nos exemplos

a seguir.
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Ezxemplo 2: Faca um esboc¢o do campo de diregoes das seguintes Equagoes Diferenciais

e determine o valor da solucao conforme ¢ — oo:

d
a)—y =

t b= =92y —3
o ) y
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d d
c)d—gz = sin(t) d)—y =

2.2. Modelos Matematicos

Um modelo matemético de um determinado processo fisico é uma descricao deste processo
através de um conjunto de equagoes (algébricas e/ou diferenciais). Os modelos mateméaticos
podem ser usados para prever o comportamento do sistema estudado.

Os modelos de problemas na engenharia envolvem principios de conservacao ou leis fisicas
conhecidas que descrevem como alguma varidvel dependente varia em funcdo de uma ou
mais variaveis independentes. Por exemplo, pode-se aplicar os principios de conservacao de
energia para determinar como a temperatura varia ao longo do comprimento de um material.
Conhecendo-se condicoes em fronteiras especificas, pode-se determinar a temperatura em
qualquer ponto do sistema.

A construcao de modelos matematicos é uma parte fundamental em diversas areas do
conhecimento além da engenharia, como por exemplo na biologia, meteorologia, economia,
ciéncias da computacao, ciéncias sociais, etc. Devido ao avanco na capacidade computacional
ocorrido nos ultimo anos, a utilizacao de modelos matematicos tem se tornado cada vez mais
necessaria.

Para ilustrar a utilizacao e a anélise de modelos matematicos, a seguir serda considerado
o exemplo de modelos utilizados para descrever crescimento populacional. Para facilitar
a compreensao, serao considerados modelos que descrevem o crescimento de populagoes de
animais, porém, estes modelos sao amplamente utilizados em diversas outras areas, como por
exemplo para descrever a variagao de uma populacao de moléculas com um determinado peso
molecular em um sistema polimérico, a populacao de bactérias em sistemas fermentativos, a

populagao de bolhas com um determinado tamanho em sistemas liquido/gés, etc.

2.2.1. Crescimento Populacional

Para iniciar o estudo das equagoes diferenciais, vamos considerar alguns modelos simpli-
ficados para descrever a variagdo no ntimero de individuos de uma populagao ao longo do
tempo.

A derivada de uma variavel y em relagao a uma variavel x (dy/dz) indica como y varia
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em relacao a x. Considere o caso onde deseja-se saber como uma populacao de p ratos em

uma area rural varia ao longo de ¢t meses. A taxa de variacao sera:

d atos
[taxa de varia¢do| = b _ [r ]

dt mes
Vamos supor que, na auséncia de predadores, os ratos se reproduzam numa taxa proporcio-
nal ao namero de individuos na populagao (quanto mais ratos, maior a taxa de crescimento):
dp
—_—~
dt
Esta relagao pode ser transformada em uma igualdade com o uso de uma constante de

proporcionalidade r > 0:
dp
a="

Segundo esta equacao, a taxa de crescimento de uma populacao inicial pg serd sempre
positiva, sendo que no limite onde ¢ — oo, p — o0, ou seja, a populacao de ratos tende ao
infinito. Felizmente, este modelo nao representa adequadamente a variacao na populacao de
ratos para longos periodos de tempo, pois eventualmente irao ocorrer limitacoes de espaco
ou recursos que farao com que a populacao pare de crescer ou passe a crescer com uma taxa
menor. No entanto, este modelo (chamado de modelo Malthusiano) descreve muito bem o
crescimento inicial de populacoes pequenas.

Vamos considerar agora um modelo (um pouco) mais realista. Suponha que nesta area
rural existam corujas que matam 15 ratos por dia (ou 450 ratos por més) e que r = 0.5 més ™.

Assim, o modelo pode ser reescrito como:

dp
— =0.5p—4
0 0.5p 50

Neste caso, a taxa de crescimento é representada por uma reta, como ilustrado na figura

a seguir.
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dp/dt
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Quando dp/dt < 0, a populagao ird diminuir com o tempo e quando dp/dt > 0, a populagao
ird aumentar com o tempo. O caso onde dp/dt = 0 é especialmente importante pois repre-
senta o ponto onde a populagao esta em equilibrio. Os valores de p onde dp/dt = 0Vt sdo
chamados de pontos de equilibrio (também conhecidos como pontos fizos) e representam

situagoes onde a populacao nao diminui nem aumenta ao longo do tempo.

Campo de Direcoes

Considere a equacgao diferencial apresentada anteriormente:

dp
— =0.5p—14
I 0.5p 50

Neste caso, a fun¢do do lado direito depende somente de p e pode ser expressa como f(p) =
0.5p — 450. Para tracar o campo de direcoes, é interessante primeiramente determinar os

pontos de equilibrio (pontos onde f(p) = 0):
f)=0 =  05p—450=0 —  p=0900

Os pontos de equilibrio correspondem a linhas horizontais no campo de direcoes. Assim, em
p =900 o campo de direcoes ¢ horizontal.

Avaliando valores de p proximos a 900, pode-se determinar a inclinagdo no campo de
direcoes para cada ponto. Como a equagao é uma equacao autéonoma, a inclinacao é a

mesma para todos os valores de t. Por exemplo:
p=3850 = f(p)=-25 p =800 — f(p) =—-50

p=950 — f(p)=25 p=1000 — f(p) =50

Com isso, pode-se construir o campo de direcoes apresentado na figura a seguir.
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De modo geral, pode-se observar que para valores de p < 900 a populacao de ratos decresce
e para valores de p > 900 a populagdo aumenta, sendo que a taxa de aumento/diminuigao

aumenta conforme de distancia de p = 900.

2.2.2. Equacao Logistica

A equacao logistica é um modelo de crescimento populacional que assume que a taxa de
crescimento relativa decresce linearmente conforme a populagao aumenta. O termo “relativo”
representa o valor por membro da populagao:

1d
[Taxa de crescimento relativa] = ~P
pdt
de modo que a equagao logistica pode ser representada como:
1dp
-——=k—m
pdt b

O coeficiente m corresponde & inclinacao da reta:

_ k-0 &k
mM=NZ0 N
Assim
1dp N dp kE dp P
R Dy = Ly (1——
pdi 3 B 7 v A T N>

a constante k é chamada de taxa de crescimento intrinseco e leva em conta a taxa de cres-
cimento na auséncia de fatores limitantes (diferenga entre nascimento e morte, imigragao e

emigracao, etc.) e a constante N é chamada de capacidade de suporte logistico.
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(1/p)(dp/dt)

™~

K

N\p
O lado direito da equacao logistica ¢ uma parabola em relacao & variavel p. Avaliando os

pontos fixos da equacao:

d
d—izozkp(l—%) - ;=0 p

I
=

dp/dt

Assim, observa-se que a capacidade de suporte representa um ponto fixo da equacao. Pelo
grafico, pode-se observar que a taxa de crescimento s6 é positiva no intervalo 0 < p < N,

sendo negativa para valores de p > N.

Exemplo 01) Considere que a equagao logistica é empregada para modelar o crescimento
da populacao de ratos discutida anteriormente.

e que N = 900ratos, faca o grafico de dp/dt vs p e um

(a) Assumindo que k = 1més™
esboco do campo de direcoes.

Como visto anteriormente, neste caso os pontos de equilibrio correspondeap =0ep = N.
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(b) Considere que 200 ratos sao cacados por més. Acrescente este termo na equacio
logistica, faga o grafico de dp/dt vs p e um esboc¢o do campo de dire¢oes resultante.

Encontrando os novos pontos de equilibrio:

d
o (1 - i) ~200=0 - 180000 = p(900—p)  —  —p*+900p—180000 = 0

dt 900

De onde se obtém que:

p1 = 300 pa = 600
ratos

R R TR G R VAR VI | \ 5N
LAY ALY R LN AR
L LR I T (O T L
dpict B85 L0 B e b

20 PN NN N NN N N NN
wp 0 L 0N | mEEEE YA MO R
400 500 60! 700 R o -

(c) Considere agora que 250 ratos sao cagados por més. Acrescente este termo na equacao
logistica, faga o grafico de dp/dt vs p e um esbogo do campo de dire¢oes resultante.

Neste caso, a equacao logistica pode ser escrita como:

dp p
L —) — 950 =
dt ( 900 =0

Esta equacao nao possui raizes reais e é menor que zero para qualquer valor de p. Assim,
quando 250 ratos sao cacados por més, a populacao de ratos ira inevitavelmente diminuir e

desaparecer com o tempo.
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Lista de Exercicios - Campo de Direcoes

1) Faga um esbogo do campo de dire¢oes das seguintes equagoes diferencias e determine o
comportamento das equacoes conforme ¢t — oo. Caso este comportamento dependa do valor

inicial de y, especifique como ¢é esta dependéncia.

)dy 1
a)— = —
dt t
R: y(t — 00) = —00 caso tyg < 0. y(t — c0) — 0o caso tg > 0

dy
b)g = cos(y)

R: y(t - o0) = 7/2 caso —w/2 < yo < 37/2; y(t — o0) — —37/2 caso —2w < yy < —37/2;

dy _
dt
R: y(t —» 00) =

d) t?

2) Utilizando algum software especifico, construa o campo de diregoes para as equagoes a
seguir e determine o comportamento das equacoes conforme x — oo. Caso este comporta-

mento dependa do valor inicial de y, especifique como é esta dependéncia.
a)@ ="V
dx
R: y(x — 00) = 00
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R: y(x — o0) =» —00, 29 < 0, y(x — 00) = 00, 29 >0

y Yo <0, y(:v—>oo)—>oo, Yo >0

R: y(x — 00) = 0

T +y)

cos(

3) Associe os campos de diregoes fornecidos na sequéncia com alguma das seguintes EDO’s.

Faca uma breve justificativa da escolha. Dica: Avalie o sinal da derivada em cada quadrante

(positivo/negativo) e a existéncia de pontos onde o campo é horizontal (ou seja, dy/dx = 0).

(b)

(a)

[ T e

B R T I T T T T

a A x 2

L] R

2 A 2 »2 A #| 2 o2

2 2 P

-

(c)

R . 4
i Y S

R: (a) Eq. 2, (b) Eq. 4, (c) Eq. 1, (d) Eq. 6
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3. Reta de Fases e Bifurcacoes

3.1. Equacdoes Autonomas e Reta de Fases

As equacoes diferenciais de primeira ordem sao ditas autonomas quando podem ser escritas
da forma:

dy
E_f(y)

Isto significa que a taxa de variacao depende somente do estado atual da variavel e nao do
ponto no tempo onde a varidvel é avaliada. As equacoOes vistas para crescimento populacao
sao exemplos de equacoes autonomas. As EDO’s de primeira ordem autonomas sao sempre
separaveis e podem ser resolvidas por integragao simples.

As equacOes auténomas possuem uma caracteristica muito importante de que as solugoes
particulares podem ser deslocadas ao longo do eixo t. Assim, se for conhecida a solucao de
uma equacao autonoma que obedece uma condicao inicial especifica, pode-se obter solugoes
para outras condigoes iniciais simplesmente deslocando esta solucao para a direita ou para
a esquerda. Lembrando, para deslocar uma fun¢ao f(x) em a unidades para a direita, basta

avaliar f(x — a).

Exemplo 01: A solugao do PVI:

dy 2
— =1 0)=0
7 +y y(0)

é y(t) = tan(t). Encontre a solu¢ao para a condicao y(1) = 0.

3.1.1. Reta de Fases

Como visto anteriormente, o campo de direcoes de uma equacao auténoma da forma
y'(t) = f(y) ndo ird variar ao longo de t. Assim, se for determinado a inclinagdo da fun-
¢ao f(y) ao longo de uma reta representando algum valor qualquer de t qualquer, pode-se

construir todo o campo de direcao deslocando esta reta ao longo do eixo t.
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A representacao do campo de direcoes como uma tnica reta é chamada de linha de fase.
Esta linha consiste em uma reta indicando os pontos de equilibrio e e setas indicando o sinal
da derivada entre os pontos. Considerando que f(y) seja uma func¢ao continua e diferenciavel,
caso existam dois pontos a e b de modo que f'(a) < 0 e f'(b) > 0, existe algum ponto de
equilibrio entre a e b. Por isso, para a construcao da reta de fases, basta definir os pontos

de equilibrio e o sinal da derivada entre os pontos.

Ezxzemplo 2: Construa a linha de fase para a equagao:

dp
X —0.5p — 450
dt P

Neste caso, o tnico ponto de equilibrio é p = 900. Acima deste valor, dp/dt > 0 e abaixo

dele dp/dt < 0. Assim, a linha de fase pode ser construida:

P Rk :
10004 .~ ~ - ' - o o o -~ -
y - - - e P - B e S s
4 ~ ~ -~ -~ Pt et = - o -~
& - - -~ e P prd -~ - -~
4 -~ - ¥ ol s - ot - - - -
950 b= — o o " e e i — — —
L - L evlamibeniaeiie . - - - N
4+ - e e e e e - -
g e e SAERMESSREAOTOC M L Tl T
900 @ p=900
B P N VN Wi
~~ o —~— ~— - — — ~— —~— —~ ~—
~+~ - —— ~— ~ ~ ~—~ ~— ~ -~ — W
850t o o~~~ o~ e~ o~ e
ey b e ~ ~ ~ ~ ~ . S
+ ~ - e ~ ~ o ~ ~ ~ .
+ ~ ~ ~ 5 ~ ~ ~ ~ ~ ~
] ks, \ N > ~ ~ ~ ~ g
8001 g > 0 A - .
1 2 3 4 Tl

Pode-se ver que se o valor inicial de p for algo préoximo (mas nao igual) a 900, a solugao
ira se afastar do ponto fixo. Neste caso, o ponto é chamado de repulsor (ou fonte).

De modo geral, dizemos que um ponto de equilibrio yg ¢ uma fonte quando a solucao da
equacao diferencial com valor inicial proxima a este ponto tende a gy, conforme ¢t — —oc.
Considerando que g, seja utilizada como condigao inicial, qualquer pequena pertubacao fara
com que o sistema se afaste do ponto y, conforme o tempo avanca, por isso este tipo de

ponto de equilibrio est& associado com uma solucao tnstdvel.

Ezxemplo 03: Construa a linha de fase para a equagao logistica:

Com visto anteriormente, os pontos fixos desta equacao sao p = 0 e p = N. A linha de

fase pode ser avaliada como:
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Neste caso, o ponto y = 0 se comporta como um repulsor. O ponto N, no entanto, possui
um comportamento oposto, sendo que uma condicao inicial proxima a N ir4 tender ao ponto
N ao longo do tempo. Neste caso, o ponto N é chamado de atrator (ou pogo).

Um ponto de equilibrio gy é um poco se toda condicao inicial suficientemente proxima a
Yo tende para yo conforme ¢ — oo. Assim, quando a condicao y = yp é perturbada, o sistema

volta para yp e neste caso o ponto de equilibrio esta associado a uma solucao estdwvel.

Ezxzemplo 04: Construa a linha de fase para a equacao:

dy

Y~y cos(y)

Primeiramente, deve-se encontrar os pontos de equilibrio da equacao. Temos que:
y? cos(y) = 0 & =0 ou cos(y) =0

y* = 0 implica que y = 0. A fungao cos(y) resulta em:

3 5
cos(y) =0 — y:j:g, j:g, j:77T

Para avaliar se o lado direito da equagao é positivo ou negativo, pode-se considerar que

y* é sempre positivo, de modo que o sinal sera definido pelo valor da fungao cos(y).
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Construindo a linha de fase:

y

6

S

repulsor
A 4

atrator

S

no

repulsor

atrator

Esta linha de fases possui diversos atratores e repulsores. O ponto y = 0 possui um
comportamento hibrido, pois solugoes partindo de algum ponto pouco abaixo de 0 tendem a
0 e solucoes partindo de pontos pouco acima de 0 tendem ao proximo ponto fixo. Este tipo

de ponto de equilibrio é chamado de n6 e corresponde a uma solucao semi-estéavel.

Ezxzemplo 05: Construa a linha de fase para a equacao:

dy 3 2
— =3y° — 12
dt Y Yy

e classifique os pontos de equilibrio como fontes, pocos ou nés.

3.2. Bifurcacoes

A grande maioria dos modelos matematicos envolve, além das variaveis dependentes e
independentes, um certo namero de parametros. Por exemplo, no modelo de crescimento

exponencial:
dp
Lk
it 7
existe o parametro k que ird depender da populagao e das condicoes avaliadas.
Em alguns casos, uma pequena variacao no valor de algum parametro leva a uma grande

variacao no comportamento do sistema ao longo do tempo e nos pontos de equilibrio. Esta

mudanca de comportamento é chamada de bifurcacao.
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Ezxemplo 06: Considere novamente a equacao logistica modificada para incluir um termo
referente ao nimero de individuos cacados:

5 oin(i-3)

Esta equacgao possui trés parametros: a taxa de crescimento intrinseca k, a capacidade de
carga N e a taxa constante de remocao c.

Considerando que os parametros k e N sao fixos, determine para quais valores de ¢ a
equacao logistica modificada possui pontos de equilibrio reais.

R: c<kN/4

Para avaliar o comportamento do sistema conforme um parametro a é variado, considere

o modelo simplificado:
Wy
—_ = — —a
a Y Yy
Para a = 0, a equagao possui dois pontos de equilibrio, y = 0 e y = 1, sendo que y =0 é
uma fonte e y = 1 um poco.

Considere agora que a = 1/8. Os pontos de equilibrio serdo as raizes da equagao:

1 8+ /64 — 32
yl—y)—=-=0 — — 8 +8y—-1=0 - y=-— """
8 16
ou seja:
1 V32
y=—-=+ —  y1=0.1465  y, = 0.85553

2 16
Avaliando a linha de fase, obtém-se um comportamento semelhante ao caso a = 0, porém
com os pontos de equilibrio mais préoximos.

Considerando agora a = 1/5, os pontos de equilibrio serao:

1 2
y(l—y)—gz() — —5y"+5y—1=0 — y =

542520
10

ou ainda:

1 )

sty w=02764 y=0.7236

Avaliando agora para a = 1/4:

1
yl—y)—==0 — 4P A4y —-1=0 =

4++4/16—-16 1
y:—:
4

8 2
Neste caso, obtém-se somente um ponto de equilibrio. Avaliando a linha de fase, percebe-se

que este ponto é um no.
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Finalmente, considerando a = 3/8, os pontos de equilibrio sao:

3 8+ /64— 96
yl-y)=5=0 =  =8f+8y-3=0 o y=——

Neste caso, o sistema nao apresenta nenhum ponto de equilibrio real, com dp/dt < 0 para
qualquer valor de y, ou seja, a taxa de crescimento é negativa nao importando o valor inicial.

A reta de fase para estes casos é apresentada na figura a seguir:

4
il

a=0 a=0 a=1/8 a=1/5 a=1/4  a=3/8
02
a=1/8
0.1 r
a=1/5 Y 4
4 W
0.2 7 a=1/4 o. 1.?)\ )
~0.1 a=3/8 N A A ® v
_é ® %
/) ¢ d

Ligando os pontos de equilibrio para um ntmero suficientemente grande de valores de a,

obtém-se o diagrama de bifurcacao da equacao diferencial:
Y
r
v’
-’

Neste caso, o ponto a = 1/4 representa um ponto de bifurcacao. A linha sélida é utilizada

o [t

para representar os pontos de equilibrio estdveis (pogos), enquanto que a linha tracejada é
usada para representar pontos instdveis (fontes). O circulo preenchido pela metade repre-
senta um ponto de no6. Este tipo de bifurcagao, onde uma solucao estavel e uma instavel
colapsam em um no6, é chamada de bifurcacao sela-na.

Bifurcagoes do tipo sela-né também surgem na andlise de equacoes com a seguinte forma:

2
dt
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onde r e uma parametro. De certa forma, esta equagao representa a forma mais simples que
origina este tipo de bifurcacao, por isto é chamada de forma normal da bifucacdo sela-ndo.
Apesar de ser a forma mais simples, quando analisado proximo ao ponto de bifurcacao, todos
os sitemas que apresentam uma bifurcacao deste tipo possuem um comportamento sema-
lThante (dois pontos fixos colapsando e desaparecendo), por isso a forma normal representa

qualitativamente qualquer sistema com esta forma de bifurcagao.

Para o caso anterior, os pontos de equilibrio sao as solugoes da equacao:

—1++v1—4a

-2

yl—y)—a=0 — —y’+y—a=0 — Y=

Para cada valor de a, podem ser obtidos de zero a dois pontos de equilibrio (raizes reais).
Para saber se um ponto de equilibrio é estavel ou instavel, pode-se recorrer ao seguinte
teorema:

Teorema 01: Condicoes de estabilidade e instabilidade. Considerando uma funcao
f(y) continua com df /dy também continua, a equagao diferencial dy/dt = f(y) possui um
ponto de equilibrio em yy quando f(yo) = 0. Se df /dy(yy) < 0, entao este ponto é um pogo

(estavel) e se df /dy(yo) > 0 entao este ponto ¢ uma fonte (instavel).

O diagrama de bifurcagao pode ser obtido plotando-se a funcao que relaciona os pontos
de equilibrio com o parametro avaliado. Por exemplo, para o caso anterior, a parte estavel

corresponde a curva:

1 1-4a
R

e a parte instavel corresponde a:

1 T—4a
T T

Avaliando a funcao original:

4 _

fy)=y(l-y)—a — dy—f’(y)=1—2y

Substituindo as expressoes para os pontos de equilibrio:

f’(y1)=1—2(%+—'12_4a>:1—1——”_4a:_m



Considerando que a < 1/4 para que a equagao possua pontos de equilibrio reais, pode-se
ver que f'(y1) < 0 e f'(y2) > 0, de modo que a curva y; representa solugoes estaveis e a

curva y, solucoes instaveis, conforme observado anteriormente.

Ezemplo 07: Encontre o ponto de bifurcacao e esboce o diagrama de bifurcagao para a

equacao logistica modificada:

em funcao do parametro c.

Como visto anteriormente, esta equagao possui pontos de equilibrios reais somente se
¢ < kEN/4, portanto o ponto de bifurcacao ¢ ¢ = kN/4. Neste caso, a equacdo ird possuir 2
pontos de equilibrio (func¢do quadratica).

Além disso, os pontos de equilibrio ocorrem quando:

E: VE2 = (4kc/N)

2k/N

E os dois ramos de solugao podem ser expressos como:

_ k4 /K> — (4ke/N) k- \/k? = (4k¢/N)

b 2k/N b2 = 2k/N

Como k, ¢ e N sao constantes positivas, estas curvas representam uma parabola em re-
lagao ao eixo p (semelhante ao diagrama obtido anteriormente). Como visto em exemplos
anteriores, a solucao p; representa pontos de equilibrio estaveis e a solu¢ao p, pontos insta-
veis. (Obs.: Neste caso ndo é possivel aplicar o teorema pois os valores de k, N e ¢ ndo sdo

especificados).
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Ezxzemplo 08: A forma normal para uma bifurcagao forquilha subcritica é dada por:

dy 3
dt yry

onde r é um parametro. Faca um esboco do diagrama de bifurcagao para esta equacao.
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Lista de FExercicios - Reta de Fase e Bifurcacoes

01) Construa a linha de fase e classifique os pontos de equilibrio como fontes, pocos ou

nos para as seguintes equacoes diferenciais auténomas:

a)% =y’ —y R: y = 1 (pogo), y = 0 (fonte), y = —m
t
R:y =0 (pogo), y =1 (fonte) (poco), ...

dy
b)a— =b b>0
)adt +y a,b > d)% — ycos(ry/2)

R:y=0b (pogo
p (pose) R:y =1 (poco), y = 0 (fonte), y = —1 (pogo),
o)== (1 —y)sin(y)

02) Utilizando a linha de fase da equagao diferencia, determine o comportamento da

solucao dos seguintes PVI’s conforme t — —oo e t — 00.

d d
)=y —dy—12 y(0)=1 o)< =ysin(ry/2)  y(0) = -1
R: y(—oc) = 6, y(s0) = —2 R: y(—o0) = 2, y(o0) = 0

DY = ysin(ry/2)  9(0) =0

R:y(—o00) =0, y(co0) =0

dp P m N
d)%—kp<1 N) (1 ;) p(0) = k,m,p, N >0 N > 2m

R: p(—o00) =m, p(cc) = N
03) Construa a linha de fase para a equacao diferencial autonoma:

dy
%—f(y)

onde f(y) é apresentada nos graficos a seguir.
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04) A forma normal de uma bifurcagdo do tipo sela-né é expressa pela equagao:

dy 2
%—T‘i‘y

onde r ¢ um parametro. Faca um esboco do diagrama de bifurcagao para esta equacao

05) A forma normal de uma bifurcacao do tipo transcritica é expressa pela equacao:

dy

ry + >
dt yry
onde r ¢ um parametro. Faca um esboco do diagrama de bifurcacao para esta equacao.

06) Uma bifurcacao do tipo forquilha pode ocorrer de duas formas: subcritica e supercri-

tica. A forma normal de uma bifurcagao forquilha subcritica é:

dy 3
dt yry

enquanto que forma normal de uma bifurcacao forquilha supercritica é dada por:

onde r ¢ um parametro. Faca um esboco do diagrama de bifurcagao para estes dois casos.
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4. Equacdes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem

As equacoes diferenciais de primeira ordem podem ser expressas como:

Z—i = f(y.1)

Nao existe um método geral que possa ser aplicado para resolver esta equagao para qual-
quer fungao f(y,t), mas existem métodos aplicaveis para determinadas subclasses. Em
muitos casos, a equacao pode ser resolvida por integracao direta.

A solugao geral das EDO’s de primeira ordem ir4 sempre conter 1 constante a ser de-
terminada. Caso alguma condigdo seja especificada para a determinacao desta constante,
como por exemplo o valor da variavel dependente para algum valor especifico da variavel
independente, chama-se o conjunto da equagao mais a condi¢ao de problema de Problema
de Valor Inicial (PVI) e a solu¢do obtida de solugdao particular.

A classe mais simples de EDO’s de primeira ordem sao as equacoes separaveis, que podem

ser resolvidas por integracao direta.

4.1. Equacoes Separaveis

Em muitos casos, as equacoes diferenciais de primeira ordem podem ser escritas da forma:

o) = 1)

Nesta forma, pode-se integrar ambos os lados da equagao em relagdo a x:

oLz = [ sayis

Como (dy/dz) * dx = dy, tem-se que:

/g(y)dy= /f(l‘)dff
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Se as fungoes g(y) e f(x) forem continuas, entao as integrais podem ser avaliadas e pode-se
obter uma solucao geral para a equagao diferencial. Este método de solugdo é chamado de
separacao de variaveis e a equacao diferencial ¢ chamada de equacgao separavel, pois pode-se

separar a variavel dependente e a independente em lados distintos da igualdade.

Ezxzemplo 02-a: Encontre a solucao geral para a equagao empregada anteriormente para

descrever a variacao na populacao de ratos do campo:

dp
2 0.5p — 450
dt P

Esta é uma EDO linear autonoma que pode ser separada como:

dp  dt
p—900 2

Integrando os dois lados da equagao:

="k
p—900 J 2

O termo do lado esquerdo pode ser resolvido fazendo u = p — 900. Assim:

t
ln\p—900]+61:§+02

As duas constantes de integragao podem ser agrupadas:
t
In|p —900| = 5 te
Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados:
p— 900 = et/2+c — ecet/2

Como ¢ é uma constante, e também é constante. Assim, a solucao geral da equacgao pode
ser escrita como:

p(t) = 900 + ce!/?

Ezemplo 02-b: Obtenha a solugdo particular para as condigdes iniciais (em ¢ = 0)
p =950 e p = 850. Avalie o comportamento de p conforme ¢t — oo e compare com a anéalise
do campo de direcoes.

Considerando a condi¢ao inicial p(0) = 950:

950 = 900 + ce’ — c =950 — 900 = 50

37



Assim, a solugao particular seré:
Pooo = 900 + 50e/?
Para a condicao inicial p(0) = 850:
850 = 900 + ce’ — ¢ =850 — 900 = —50

A solucao particular sera:

psso = 900 — 50e/?

Conforme t — 0o, temos que pggy — 00 € pgsp — —0o0 (ou tende a zero, ja que p representa
o nimero de ratos). Este comportamento estd de acordo com o observado no campo de

direcoes.

Ezemplo 03: Encontre a solucao geral para a equacao logistica:

P P
— —kP(1-=
7= (1-%)

Encontre também a solugao particular para a condicao inicial P = P, para t = 0.

A equacao logistica pode ser escrita da forma:

N 4P N
al” __Y gp=
PN-P @ * 7 /P(N—P)d /kdt

A integral do lado esquerdo da equacao pode ser resolvida por fragoes parciais:

N _a b a(N—-P)+bP aN+ (b—a)P
P(IN-P) P N—P _P(N-P) __P(N-P)

As constantes a e b podem ser obtidas da forma:
aN = N (b—a)P =0 — a=b=1

De modo que:
N 1 1

PIN-P) P N_P

Com isso, a equacao anterior pode ser avaliada como:

dP dP
/?-F N_P—/kdt

In|P|—In|N - P|=kt+c — ln)

P

= kt
N-P e
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avaliando a exponencial em ambos os lados:

‘ = ¢ el c = e

‘ P
N-P
De modo que a solugao geral pode ser obtida:

P = ¢ (N — P)eM
A condi¢ao inicial especifica que P(0) = Fy:

P():Cl(N—Po)eko — P[]:Cl(N—Po)

De onde se obtém que:

P
TTN-R
Substituindo na solugao geral:
Py(N - P
P= Mekt — (N — P))P = Py(N — P)e*
N - P,

Resolvendo para P:

N —-F,

0

(N — P))P + Pye"P = PyNeM — ( + e’“) P = NeM

Colocando e** em evidéncia:

(W‘f‘l)P:N — ((N/Pg—l)e —I-l)P:N
Definindo a« = N/ Py — 1, obtém-se a expressao:

B N
14 ekt

Esta funcao apresenta um comportamento sigmoidal. Inicialmente ocorre um aumento

exponencial (alta disponibilidade de recursos) que tende a diminuir e estabilizar com o tempo.

4.2. Aplicacées de EDO’s de 12 Ordem

Ezercicio 01: Uma determinada populacao de bactérias cresce a uma taxa proporcional
a quantidade de bactérias presente. Se a quantidade de bactérias p(t) cresce de 1 grama para

50 gramas em 12 horas, qual a massa de bactérias presente apos 18 horas?

Resolucgao:
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Como a quantidade p(t) cresce em uma taxa proporcional a p(t), a taxa de crescimento

dp/dt pode ser dada por:
dp

—k
ar P

Esta ¢ uma EDO separavel que pode ser escrita como:

1d
ldp _,
pdt

Integrando em relacao a ¢ em ambos os lados:
In(p) = kt + ¢4
Aplicando o operador exponencial nos dois lados:
p(t) = ektra

Considerando as propriedades da exponencial:

p(t) = eMes
Definindo ¢ = e, obtém-se a solucao geral:
p(t) = ce*

Pode-se verificar que esta solugao esta correta substituindo-se a funcao obtida na EDO e
verificando se a igualdade é satisfeita. Para determinar a constante e integragao ¢ pode-se

aplicar a condicdo inicial p(0) = 1:

De modo que a solugao particular seré:
p(t) = e
Para determinar a constante k pode-se utilizar a outra condi¢ao conhecida, p(12) = 50:
p(12) = €' =50 — k =1n(50)/12 = 0.32602
Com isso, a massa de bactérias pode ser avaliada como:

p(t) = 032602t
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Finalmente, a massa ap6s 18 horas pode ser estimada:

p(18) = 9200218 — 35554 ¢

Ezercicio 02: A andlise da quantidade de carbono-14 pode ser empregada para deter-
minar a idade de fésseis de organismos organicos, pois este passa a decair apds a morte
do organismo. Sabendo que o tempo de meia vida (tempo necessario para que metade do
material decaia para C1?) do C* ¢ de 5715 anos, determine a idade de uma mumia onde a
relagao C11/C1? ¢ de 52.5% do valor encontrado em organismos vivos. A taxa de decaimento
de materiais radioativos é dada por:

dy_

-
dt y

onde k é uma constante.

Resolugao:

Neste caso nao é especificado um valor especifico para a massa inicial de C-14. Uma
maneira de resolver este problema é assumir uma base de cdlculo, ou seja, um valor aleatorio
para a massa inicial. Como os demais dados sao fornecidos em termos de fragoes, o valor
adotado nao ira afetar a solu¢ao. Por simplicidade, sera assumido que y(0) = 1.

Como o tempo de meia vida é de 5715 anos, isto implica que y(5715) = 0.5. Agora, basta
obter a solugao particular e determinar o tempo necessério para que y(t) = 0.525, sendo esta
a fracao presente na mumia.

A solugao geral segue o mesmo procedimento do exemplo anterior:

y(t) = ce™

Aplicando a condicao inicial y(0) = 1, obtém-se que ¢ = 1, de modo que:
y(t) = e
Usando a condigao y(5715) = 0.5:
y(5715) = e ™% = 0.5 — k = —0.0001213

Assim, a solucao particular sera:

y(t) _ 6—0.000121315
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O tempo ¢y para que y(t) = 0.525 é estimado como:

f In(0.52
y(to) = e~ 00001213t _ () 5o5 . to = n(0.525)

_ MUO%Y) 5319
—0.0001213 P12 anos

Ezxercicio 03: A variacao temporal na temperatura de um corpo quente exposto em um
ambiente com temperatura T, pode ser avaliada através da Lei de Newton do Resfria-

mento, dada por:
dT
— = —k(T —-T,
onde T é a temperatura do corpo, t o tempo, T, é a temperatura ambiente e k£ é uma
constante que depende do material e da area de troca térmica. Obtenha a solugao geral para

esta EDO.

Ezercicio 04: Um material ceramico é removido de um forno a uma temperatura de 1500
K e exposto a um ambiente a 300K . Considerando que este material possui um coeficiente
k = 0.0004 s~!, determine a variacio na temperatura do material em funcao do tempo. Qual
a temperatura do material em ¢ = 3600 s? Considere que a variacao na temperatura segue

a Lei de Newton do resfriamento.

Ezercicio 05: Considere um circuito contendo uma forca eletromotriz que produz uma
tensdo E(t), um capacitor cm capacitancia C' e uma resistor com resisténcia R. A aplicacdo

de Lei de Kirchhoff neste sistema resulta em

Q_
RI+ 5 = E(1)

onde @) é a carga. Considerando que [ = dQ/dt, a equagao pode ser expressa como:

aQ Q@ _
R—=+ 5 = B(1)

Assumindo que E(t) é um valor constante E e que a carga inicial é nula, determine Q(¢).
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Lista de Exercicios - Aplicacoes de EDOQO’s de 1 Ordem
01) A velocidade v(t) de um objeto em queda pode ser descrita pela equagcdo:

v
m— = mg — YV
I g—"

onde m é a massa do objeto, g a aceleracao da gravidade e v é um coeficiente relacionado
com o arraste causado pelo ar e com o formato do objeto.
(a) Encontre os pontos de equilibrio (velocidade terminal, vy) para esta equacdo;

R: vy =mg/vy

(b) Considerando que m = 10kg, g = 9.82ms 2 e v = 2kg/s, faga um esbogo do campo
de direcoes para esta equacao;
(c) Encontre a solugao geral para esta EDO;

R:v(t) =49 + cie t/°

(d) Considerando que o objeto esteja inicialmente em repouso, determine a fungao que
descreve a velocidade ao longo do tempo. Qual o valor da velocidade quando ¢ — oo?

R:v(t) =49(1 — e /%), v(t — 00) = 49m/s

02) A populagdo de uma espécie de peixe em um lago é modelada pela equacao logistica
com taxa de crescimento intrinseco k = 0.2 ano™! e capacidade de carga de N = 200 peixes.

(a) Escreva a equacao diferencial que descreve a taxa de crescimento da populagao de
peixes;

R: dp/dt = kp(1 —p/N)

(b) Obtenha o campo de diregbes para esta equagao;
(c) Considerando que inicialmente existem 100 peixes no lago, encontre uma expressao

L Utilize o resultado para estimar o

para o nimero de peixes no lago ao longo do tempo
nimero de peixes ap6s 5 anos;

R: p(t) = 200/(1 + e~ %2), p(5) ~ 146

(d) Considere agora que ocorre uma migracao continua que faz com que 30 novos individuos
sejam inseridos no lago a cada ano. Ajuste o modelo logistico para considerar a migracao;

R: dp/dt = kp(1 —p/N) + 30

(e) Obtenha o campo de diregbes para este novo caso e com base nisso preveja qual a

quantidade de individuos que estara presente apos um longo periodo de tempo (t — 00).

!Dica: Utilize a resolucao apresentada anteriormente para esta EDO.
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R: p(t — o0) = 300

03) A taxa de crescimento de tumores pode ser descrita pelo modelo de Gompertz, dado
por:
dy

— = —Ayl
di yny

onde y(t) é a massa das células do tumor em um tempo ¢ e A é uma constante positiva
associada as condicoes de desenvolvimento do tumor. O declinio na massa do tumor para
y > 1 ocorre devido ao fato de que as células no interior do tumor podem morrer devido a
falta de oxigénio e nutrientes. Obtenha a solugao geral para esta EDO.

Dica: [ dy/(yln(y)) = In(In(y)) + ¢
R:y(t) = ere™™

04) Em uma anéalise determinou-se a massa de um tumor como sendo 10 micro-gramas.
Considerando que neste caso a constante A é de A = —0.02 dia™!, determine a massa do
tumor ap6s 30 dias.

R: y(30 dias) = 66.39 micro-gramas

05) A taxa de crescimento de uma cultura de bactérias é proporcional ao nimero de
individuos, podendo ser modelada como:

dg

-~k
at Y
onde g representa o nimero de células e k£ é uma constante positiva. Considerando que a
populagao é de g = 105 em ¢ = 0 e de g = 1.5 x 105 ap6s uma hora, determine a funcao g(t).

Qual a numero de células apos 5 horas?

R: g(5 horas) = 7.594 x 10° células

06) Apos produzir 10 kg de “uma substancia azul misteriosa”, Walter White pede para
Jesse Pinkman armazenar a substancia em um local seguro. No entanto, Jesse armazena o
material em um local inadequado, o que faz com que ele se degrade ao longo do tempo. A

taxa de degradacao para este material ¢ dada por:

dA
== _gA?
dt

onde A representa a massa do material e £ é uma constante positiva. Apos 15 dias, Walter

analisa o produto e determina que restam 9.25 kg do material puro. Obtenha uma funcao
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que descreva a massa da substancia ao longo do tempo e determine a massa restante apds
30 dias.
R: A(30 dias) = 8.60465 kg

07) A Lei de Newton do resfriamento pode ser utilizada para modelar a variacao na tem-
peratura de um corpo exposto em um ambiente com temperatura constante. Por exemplo,
costuma ser utilizada na investigacao criminal para determinar a hora da morte em casos
de assassinato. Pode-se considerar que até a hora da morte, a temperatura do corpo é apro-
ximadamente 38° C'. Apo6s a morte, o corpo comeca a perder calor para o ambiente, sendo
que a variacao na temperatura pode ser modelada pela Lei de Newton. Por conveniéncia, a

equacao pode ser escrita como:
dT

= k(T, —T)
onde T, é a temperatura ambiente.

Considere que vocé chega na cena de um crime as 15:00h e encontra um corpo. A vitima
é encontrada em uma sala que estd em uma temperatura constante de 25°C' o dia todo.
Através de uma medicao, vocé determina que a temperatura do corpo é 34°C. Apds uma
hora, uma nova medicao é realizada e a temperatura medida é de 31°C. Determine a hora

da morte considerando que a temperatura da pessoa viva era de 38° C.

R: 14:05h

08) Algumas doencas (como o tifo) sao disseminadas basicamente por portadores, indi-
viduos que podem transmitir a doenca, mas que nao exibem seus sintomas. Considere que
x e y representam, respectivamente, a proporcao de individuos portadores e suscetiveis na
populacao. Suponha que os portadores sao identificados e removidos da populagao a uma

taxa (3, de modo que:

dy
% = —fBy

Suponha, também, que a doenca se propaga a uma taxa proporcional ao produto xy, sendo

que:
dx

— =—azr
dt y

(a) Determine a variagdo de portadores ao longo do tempo (y(t)) considerando que y(0) =

Yo,
R:y = yoe
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(b) Utilize o resultado do item (a) para encontrar a variacdo na propor¢ao de individuos

suscetiveis (z(t)), considerando que z(0) = zo;

R: y = zpe” F0-)
(c) Encontre a proporcao da populagao que escapa a epidemia, encontrando o valor limite

de x quando t — oc.

ayg

R: zge” @

09) Uma pessoa desavisada entra em uma garagem com um volume total de V = 80m3 e
liga um carro, liberando uma vazao de Q; = 0.005m?/ min de monoxido de carbono. Através
de uma janela, uma corrente de Qy = 0.8 m®/ min de ar deixa a garagem. Considerando que
uma corrente equivalente de ar puro entra na garagem para manter o volume total constante,

a variacao no volume de monoxido de carbono Vo é dada por:

dVeo Veo
o =Q1— Qs v

Quando o volume de C'O chegar a 0.1% do volume total da garagem, a pessoa ira4 desmaiar
e eventualmente morrer. Determine quanto tempo esta pessoa tem para deixar a garagem,

considerando que inicialmente nao existia nenhum C'O no ambiente.

10) O balan¢o de massa para um reagente em um reator homogéneo resultou na seguinte
equacao:
de

F_0Oc—
th Qc—kVe

onde ¢ é a concentragao do reagente, V' o volume do reator, F' a taxa com que o reagente
é alimentado, () a vazdo na saida e k a velocidade de reacao. Considere que inicialmente
(t = 0) o reator esté isento do reagente (c(0) = 0).

a) Determine qual a concentragdo do reagente no reator apos ser atingido o equilibrio (ou
seja, quando dc/dt = 0);

b) Determine o tempo necessario para que a concentracao do reagente seja a metade da
concentracao no estado de equilibrio;

¢) Admitindo que os parametros V, F, Q) e k s@o positivos, faca um esbogo do campo de

direcoes para esta EDO.

11) Um dado material radioativo = decai com uma taxa k; formando um elemento y. Este

elemento, por sua vez, também sofre decaimento com uma taxa ky, de modo que a variagao
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na concentracao destes elementos é dada pelo seguinte conjunto de equagoes:

dx dy
i —kx i kiz — koy

Considerando que inicialmente os valores para x e y sejam, respectivamente, xq e 1o, deter-

mine a variacao em x e y como uma funcao do tempo ¢.

%2 12) (Redug¢do de ordem) Considere a seguinte EDO de segunda ordem, que repre-
senta como a distribuicao de temperatura varia ao longo da parede de um cano metéalico com
raio interno R; e raio externo Rs:

d*T dT
r—+—=0

dr?  dr
Esta EDO (assim como qualger outra EDO de segunda ordem) pode ser transformada em
um sistema de 2 EDO’s de primeira ordem através da mudanca de variavel u = dT'/dr. Neste
caso em particular, pode-se resolver separadamente a equagao para obter u(r) e na sequéncia
a equacao para T'(r). Considerando que a temperatura em r = Ry é T} e em r = Ry é T,

obtenha T'(r).
R: T(r) =T + (To = T1)(In(r/R1)/ In(Ry/ Ry))

% 13) (Mudancga de varidvel) Encontre a solucao geral para a seguinte EDO:

2eyy’ = y° — 2

Dica: Defina uma nova varidvel u = y/x.

R: y? = cv — 22

2Questoes indicadas com esta estrela podem exigir uma dedica¢do maior, porém garantem uma quantidade

de pontos de experiéncia consideravelmente superior.
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5. Existéncia e Unicidade para EDQO’s de
1 Ordem

Antes de discutir a existéncia e unicidade das EDQO’s, é preciso avaliar o conceito de
dominio de uma equacao diferencial e dominio de solucao de um problema de valor inicial.
Considere uma equacao do tipo:

% = f(t.y)
O dominio desta equacdo corresponde ao subdominio do plano ty onde a func¢io f(t,y) é
definida. Em outras palavras, pode-se dizer que o dominio de solucao corresponde a regiao
onde o campo de dire¢oes é definido, ou seja, representa todas as regioes onde pode haver
alguma solucao da equacao.

Exemplo 01: Avalie o dominio das seguintes EDO’s:

I L L 0

As equacoes (a) e (b) ndo apresentam nenhuma descontinuidade, portanto o seu dominio é
o proprio plano ty. A equagio (c) nao é definida em ¢ = 0, portanto o seu dominio é o plano
ty com excecao do eixo y (ou seja, dos pontos onde t = 0). A equagdo (d) nao é definida

para t < 0, logo o dominio corresponde a t > 0.

Considere agora o seguinte problema de valor inicial:

Vofw) )=
A solucao deste PVI, se existir, serd uma fungao y(t). O dominio de solugao deste
PVT corresponde ao intervalo englobando (%o, yo) onde esta solugao é continua. Por exemplo,

considere o seguinte PVI:
dy 1

it 2 y(=1) =2
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A solugao deste PVI sera y(t) = (t — 1)/t. Esta solu¢ao nao é definida em t = 0, pois
y(t) — oo conforme ¢t — 0. Portanto, uma solugdo que parte do ponto (—1,2) ndo sera
valida para valores de x > 0 devido a esta descontinuidade.

E importante destacar a diferenca entre o dominio da equacio diferencial e o dominio da
solucao do PVI. Para o exemplo anterior, o dominio da equacao sera todo o plano real com
excecao da linha ¢ = 0. Em contrapartida, o intervalo da solugao do PVI é (—c0,0).

Considere agora que a condicao inicial seja alterada:

dy 1
pTi y(1) =2

A solugao neste caso sera y(t) = (3t — 1)/t. Esta fun¢do também nao é definida em ¢ = 0,

porém neste caso o dominio da solugao ¢ o intervalo (0, 00).

Antes de tentar resolver o problema em busca de uma solucao, deve-se considerar uma
série questoes:

i) Existéncia: Existe alguma funcao y(t) que satisfaz esta EDO com a condigao inicial
especificada?

ii) Unicidade: Se uma solugao existir, esta ¢ unica ou existem mais de uma fungao y(¢)
que satisfazem as condicoes?

iii) Intervalo de Validade: Considerando que exista uma soluc¢ao tnica, esta solu¢ao pode
ser utilizada para avaliar y(t) para qualquer valor de t ou existe algum intervalo delimitado
onde a solucao é valida?

Para analisar como estas perguntas podem ser respondias, serd primeiramente considerado
o caso de equacgoes lineares e na sequéncia os resultados serao generalizados para qualquer

tipo de EDO de primeira ordem.

5.1. EDO’s de 1¢ Ordem Lineares

Um problema de valor inicial (PVI) de primeira ordem linear pode ser escrito de forma

geral como:
y'(t) + p(t)y = q(t) y(to) = o

Para esta forma de equacgao, as questoes anteriores podem ser respondidas considerando

o seguinte teorema:
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Teorema 01 - Existéncia e Unicidade para Equacoes Lineares: Uma EDO de
primeira ordem linear 3/ (¢) + p(t)y = ¢(t) admite solugdo passando por um ponto y(ty) = yo
se p(t) e q(t) sdo continuas em t = . Esta solugao sera tnica e o dominio de solugao é pelo
menos igual ao maior intervalo contendo ¢t = t, onde p(t) e ¢(t) sdo continuas.

Uma outra forma de enunciar o teorema anterior é a seguinte:

Considere o seguinte PVT:

y' () +p(t)y = q(t) y(to) = o
Se p(t) e q(t) sao fungoes continuas em um intervalo aberto av < t < 3 e este intervalo contém

to, entao existe uma solucao tnica para o PVI neste intervalo.

Este teorema estabelece uma condicao suficiente mas nao necessaria para garantir a exis-
téncia, unicidade e intervalo de solucdo do PVI. E importante observar que este teorema
define as caracteristicas da solucao baseadas somente no valor de ¢y, sendo que y, nao afeta
as conclusoes.

Ezemplo 02: Determine o intervalo de validade do seguinte PVT:

(t* — 9)y' + 2y = In |20 — 4¢| y(4) = -3

Resolucgao:

Na forma padrao, esta equacao pode ser escrita como:

S In]20 — 4¢|
YTE oY T T ey
Identificando as funcoes:
W)= s o=
A fungdo p(t) é descontinua nos pontos t = 3 e t = —3. A fungdo ¢(t) é descontinua nos
pontos t =3, t = —3 e t = 5. Assim, os intervalos onde ambas sdo continuas sao:

Como a condicao inicial é especificada em ¢ = 4, o dominio de solucao sera o interfavalo

te(3,5).

Os critérios definidos no Teorema 01 sao validos para EDO’s de primeira ordem lineares,
sendo que para problemas nao-lineares outros fatores afetam a solugao e devem ser conside-
rados. A seguir serdo avaliadas separadamente as condig¢oes para existéncia e unicidade da

solucao.
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5.2. Teorema da Existéncia

Primeiramente, deve-se determinar se o PVI avaliado possui alguma solugao. A condicao
de existéncia para problemas de 1 ordem ¢é garantida pelo seguinte teorema:

Teorema da Existéncia: Considere uma funcao f(y,t) continua em um retangulo da
forma:

{t,y)la <t <b c<y<d}

no plano ty. Se (to,y0) € um ponto neste retangulo, entdo existe algum valor € > 0 e ao
menos uma solugao y(t) para o problema de valor inicial:

dy

i fty)  ylto) =wo
no intervalo tg —e < t < to+e€. Esta condicao é suficiente (mas ndo necessaria) para garantir
que o PVI possui ao menos uma solucao.

O parametro € nao possui um valor constante, mas sim ir& variar dependendo de cada

caso. Este parametro pode ser pensado como algum valor para a esquerda e para a direita

do ponto ty onde o PVI vai possuir solugao.

‘alguma solugéo

y
d
Yo
]
C
a to b t

—_
e

Como seré ilustrado no exemplo a seguir, em alguns casos pode-se determinar o valor de
e com base na solucao do PVI, porém, de modo geral o importante é que este valor existe.
Em outras palavras, considerando que f(¢,y) seja continua em um retangulo englobando o
ponto (g, yo), entao existe alguma solugao para o PVI definida em pelo menos uma pequena

regido em torno do ponto (tg, yo).

ol



Ezxemplo 02: Determine o valor de € para o seguinte PVI:

dy 2
—~ =1+ 0)=0
m Y y(0)

Neste caso, a funcao f(t,y) = 1 + y? é continua em todo plano ty, portanto, ird existir
ao menos uma solu¢do que passa em qualquer ponto (tg,yo). Porém, o valor de € para cada
ponto nao serd necessariamente o mesmo.

Esta equacao autéonoma pode ser separada da forma:

d
/ 1—|—yy2 = /dt o arctany =t + k — y = tan(t + k)
Utilizando a condicao inicial:

0 = tan(0 + k) — k=0

Assim, a solucao do PVI é:

__\_ [
—_——— —s —a

[¥]

= pi)2g 0 L pil2

A funcdo tangente nao é definida em t = £7/2. Conforme ¢ se aproxima de 7/2, a fungao
y(t) tende ao infinito, enquanto que conforme ¢ se aproxima de —7/2 a solugao tende a —oo.
Assim, a condigao inicial deve estar definida em um intervalo (—x/2,7/2) para que a

solucao do PVI exista. Com ty = 0, o critério para existéncia resulta em:

th—e<t<ty+e — —m/2<t<m/2 — e=m/2
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Se a condicdo inicial fosse, por exemplo y(7/4) = 1, teriamos que € = /4.

A principio, pode-se imaginar que a descontinuidade da solu¢io em t = 4+ /2 fosse impedir
que alguma solug¢ao passando por um ponto (7/2,yg) existisse, o que iria contradizer o
teorema. No entanto, caso uma condicao neste ponto fosse especificada, a solugao seria

deslocada para que a curva passasse por este ponto, portanto o teorema continua valido.

5.3. Teorema da Unicidade

Em alguns casos, pode-se obter mais de uma solucao que satisfagca um tnico PVI. Para
determinar quando um PVI possui somente uma solucao, pode-se utilizar o teorema da
unicidade:

Teorema da Unicidade: Suponha que f(t,y) e 0f/0y sdo fun¢des continuas em um
retangulo da forma

{t,y)la <t <b c<y<d}

no plano ty, se (tg,y9) € um ponto neste retangulo e vy;(t) e y2(t) sdo duas funcgoes que
p Y, Y p g Yy Yy G q

resolvem o PVI
dy

= fty)  ylto) = yo

para todo ¢ no intervalo ) — e < t <ty + € (onde € é algum valor positivo), entdo

() = ya(t)

para tyg — e < t <ty + €. Ou seja, a solucao do PVI é tunica.
Dessa forma, se f(t,y) e 0f /0y forem continuas em um intervalo contendo o ponto inicial,
os teoremas da existéncia e da unicidade garante que havera uma tnica solugao que satisfaz

a equacao diferencial e a condicao inicial especificada.

Obs.: Deriwada de Fungao de vdrias varidveis: Quando se avalia a derivada parcial de
uma funcao f(¢,y) em relacdo & uma das varidveis ¢ ou y, considera-se a outra varidvel como

uma constante. Por exemplo, considere a fungao f(t,y) = t* + y> + 5ty:

aof of 2
9 ot 15 9 _ g2 15t
or S HoY oy VT

A derivada total da funcao f(¢,y) em relacdo a t é dada por:

d L of  Ofdy
%(f(t’y)) =2 T Dy dt
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Ezemplo 03: Avalie a existéncia e a unicidade dos seguintes PVI’s:

dy
— = — 1 1)=2
()L =r—y+1 )
Avaliando a derivada do lado direito f(x,y) = x —y + 1 em fungao de y:
A
dy

Assim, tanto a funcdo f(z,y) quando sua derivada sdo continuas para qualquer valor de x
e y. Assim, os teoremas da existéncia e unicidade garante que o problema possui solucao e

esta é inica.

d
(b) 22 =22 ylwo) = o

Avaliando a derivada de f(z,y) = 2y/x:
a _ 2
dy «x
Neste caso, tanto a funcao quanto a derivada sao definidas para qualquer valor, exceto
para r = 0. Assim, os teoremas dizem que para qualquer valor de xy # 0, existe alguma
solucao tunica.
Para exemplificar este comportamento, considere que esta equacao pode ser resolvida
como:
y(r) = C2®
Quando uma condicao inicial do tipo 0,y é utilizada, nao existe solucao para qualquer
valor de yy # 0. Além disso, para qualquer valor de C' na equacao de y(z), a solugdo iréa

passar pelo ponto (0,0). Assim, temos que:

dy 2y
dr =«

y(0) =0

Possui infinitas solucoes e que:

dy 2y
- = y(O):yOyo;ﬁO

dx x
nao possui solucao.

Ezxemplo 04: Avalie como o intervalo de validade para o seguinte PVI depende do valor

de Yo
dy 2
—_— = O =
di Y y(0) = yo
Neste caso, temos que:
of
fty) =y oy~ Y



As duas funcgoes sao continuas para qualquer valor de ¢ e y, logo existe solugao tnica para
qualquer valor de .

Para determinar o intervalo de validade da solucao, como a equacao ¢ nao-linear, deve-se
avaliar a solucao particular. Antes disso, pode-se notar que caso yo = 0, a fungao y(t) = 0
satisfaz a EDO e a condicao inicial. Como esta funcao é uma constante, o intervalo de
validade caso yy = 0 serd de menos a mais infinito.

Considerando agora que gy, # 0, pode-se resolver a EDO por integracio

d 1 -1
/—g:/dt — ——=t+c — Y=
1Y Y t+c

Aplicando a C.I.:

-1 1
y0)=— =y - c=-—
¢ Yo
Logo, a solugao particular sera:
—1 %o Yo
t—1/yo  tyo—1 (t) 1 —yot

Est func¢ao possui uma descontinuidade para t = 1/yp, logo o intervalo de validade nao sera
de mais a menos infinito. Como esta é a tnica descontinuidade, existem duas possibilidades

para o dominio de solugao:
@) = (=00, 1/y)
(i) = (1/yo,—oc)
Para saber qual dos dois intervalos serd o equivalente a solucao, deve-se determinar onde a
condicgao inicial é especificada. Neste caso, a condicao é dada em ¢ = 0. Supondo que yy < 0,

o ponto t = 0 estara no intervalo (ii), equanto que se yo > 0, 0 ponto estard no intevalo (7).

Assim, a dependéncia do intervalo de solucao com yg se da da seguinte forma:

e Se yg < 0, o intervalo de validade da solugdo sera t € (1/yg, 00);
e Se yyo = 0, o intervalo de validade da solucdo serd t € (—oo, 00);

e Se yy > 0, o intervalo de validade da solucdo sera t € (—oo, 1/yo).
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Lista de Exercicios - Existéncia e Unicidade

01) Determine se os seguintes PVI’s possuem solugio e se esta solu¢ao é tnica. Caso existir

solucao tnica, determine o dominio de solucgao:

dy _ R: Solugiio tinica, dominio =
ey _ v 0) = 0 : Solugdo tnica, dominio = (37/2,57/2)
o) =¢~y  y(0)
R: Solucio unica, dominio = R? d
olugao tinica, dominio d)d_y ~ 32 + tan(x)y y(7/2) = 0

b) dy _ sin(t) + Het (0) R S:Eem solugao

— = e =TT N

it~ 2-9 Y ¢
R: Solugao tnica, dominio = (—3,3) dy

; e)% =et+In|6—tly y(6)=0

Y

C)% = 3x + tan(z)y y(2m) =0 R: Sem solucgao
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6. Métodos de Resolucao de EDO'’s de
1 Ordem

Nao existe um método tinico para a resolucao de qualquer EDO de primeira ordem. Po-
rém, para muitas subclasses de equagdes (como as separaveis, vistas anteriormente) existem
métodos que podem ser utilizados para a obtencao de uma solucao analitica. Por solucao
analitica entende-se uma funcao definida em um dado intervalo de solu¢ao que satisfaz a
equacao diferencial e as condigoes iniciais especificadas em todo este intervalo. Este termo
é utilizado para diferenciar as solugoes numéricas, que sao aproximacoes obtidas através de
métodos numéricos. Dentre os métodos de obtencao de solucoes analiticas, um dos mais im-
portantes é o método do fator integrante, que pode ser aplicado para a resolucao de qualquer

EDO de primeira ordem linear, como serd apresentado a seguir.

6.1. Método do Fator Integrante

As EDQ’s de primeira ordem lineares podem ser expressas como:

Z—ZZ +p(t)y = g(t)

Quando as fungoes p(t) e g(t) sdo constantes, a equacao é uma EDO autéonoma e pode ser
resolvida por separacao de variaveis e integracao simples.

A integragao direta também pode ser empregada quando p(t) = 0. Porém, nao pode ser
aplicada para funcoes genéricas p(t) e g(t) pois nem sempre é possivel separar as variaveis ¢
e y em lados diferentes da igualdade.

Neste caso, pode-se utilizar um fator integrante (ju(t)) para auxiliar a resolugao da equagao
diferencial. O fator integrante é um termo que possibilita a integracao da equacao. Cada

equagcao iré possuir um fator integrante proprio, por isso nao é possivel especificar um formato
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para a funcdo p(t) sem analisar a EDO. Multiplicando a forma geral de uma EDO linear

pelo fator integrante, temos:

dy

)

+ pu(t)p(t)y = p(t)q(t)

Uma possibilidade de resolver esta equacao é se o lado esquero puder ser escrito como:

WD) — u) 4 pieyptony
Neste caso, pode-se integrar os dois lados da equacdo anterior e obter y(t). Assim, se
for possivel encontrar um fator u(¢) que permita esta modificagao, sera possivel resolver a
equacao.

Considerando a regra do produto para a andlise de derivadas, a equagao anterior pode ser
reescrita como:
dy  dp(t) dy

= p(t)— +y——> = p(t)—

— = s p(t)p(t)y

Simplificando a equacao:

dl;—g) = u(t)p(t)

Esta equacao ¢ separével, podendo ser resolvida como:

%_up(t) S ) = [pdere Sl = celon

onde C é uma constante de integracao. Como o fator ira multiplicar todos os termos da
equacao, esta constante serd sempre cancelada e por conveniéncia pode ser omitida. Assim,

o fator integrante pode ser definido como:
u(t) = el PO

Para verificar se este fator ira de fato permitir a integracao da EDO linear, vamos substitui-
lo na equagao e averiguar a equagao.

Avaliando primeiramente a derivada de p(t) obtemos:

e rpwar 4 / ety
W ermond ([ pioyar) = e 0%p(t) = u(e)plr)

Multiplicando uma EDO linear de 12 ordem qualquer pelo fator integrante:

w2+ u(e)plt)y = p(r)alt)

Como u(t)p(t) = du/dt, a equagdo anterior pode ser escrita como:

u(t)fl—?; + dl;—g)y = u(t)q(?)
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O lado esquerdo da equacdo é a derivada do produto yu(t), de modo que:
d
—(u(t = u(t)q(t
S(u(t)y) = n(t)a)
Definindo Y (t) = u(t)y(t) e f(t) = u(t)q(t) temos:
ay
2 — f(t
= ()

Este tipo de equacao pode ser resolvida por integragao simples:

v = [t > ) = [uaa

Como pu(t) # 0 para qualquer valor de ¢, pode-se avaliar y(f) como:

! /u(t)Q(t)dt

y(t) = ()

Ezemplo 01: Resolva o seguinte PVI:

dy 1 L s
—— - = - O =
o T 5y =3¢ y(0) = wo

6.1.1. Equacao de Bernoulli

A equacao de Bernoulli € uma equacao nao-linear de primeira ordem, que pode ser escrita

da forma:

0 +pt)y =qt)y", n#l

Dividindo todos os termos por y", a equacao pode ser escrita como:

_,dy 1
v +p(t)y q(t)

Esta equacao pode ser transformada em uma equacao linear através da transformacao

u = y*~". Isto implica que:
du dy
e icd
L

Com isso, a equagao pode ser expressa como:

n 1 du B 1 du B
(o) PO o S Ou= a0

Esta é uma equacao linear que pode entao ser resolvida utilizando o método do fator

integrante. Apés a obtengdo de u(t), pode-se voltar para as variaveis originais.

Exemplo 02: Encontre a solucao geral para a seguinte equacao diferencial:
d

ay 2
T =Y (zy)
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6.2. Equacoes Exatas

Grande parte das EDQO’s de primeira ordem que admitem solucao analitica podem ser
resolvidas por separacao ou com o uso de um fator integrante, porém algumas equacgoes
especificas que surgem em determinadas areas possuem formas de solucao distintas, como
por exemplo as equagoes exatas.

Estas equacoes surgem em diversas aplicacoes na area das engenharias, como por exemplo
em termodinamica. Estas equagoes possuem uma estrutura relativamente simples e possuem

um método estabelecido de solucao.

Considere a EDO de primeira ordem em termos da variavel dependente y(x):

d
M(x,y)JrN(ac,y)d—i =0 — M (z,y)dx + N(z,y)dy =0

Esta equagao é dita exata se existe uma fungao ¢ (x,y) de modo que:

Wy P Ny

Pode-se mostrar que a fung¢ao ¢ (z,y) existe se e somente se:

OM(x,y) _ ON(x,y)

dy ox
A derivada total da funcdo ¥ (x,y) em relagdo a x é definida como:
dy(z,y) O  Ody dy
bkl Sl VA S Wk e A ¥/ N ot
dx Ox + Oy dx (z,9) + N, y)dx

Desse modo, uma equacao diferencial de primeira ordem exata pode ser escrita como:

d

() = 0

A solugao geral desta equacao é da forma:
Y (x,y) = constante

De modo que conhecendo-se a fungao ¢ (x,y), pode-se explicitar a fungio y(z).

Ezxemplo 03: Encontre a solucao geral para a seguinte EDO:

dy z—y
de  z —y?

Pode-se ver que esta equacao é nao-linear e também nao-separavel. Pode-se, no entanto,

escrever esta equacao da forma:

(z —y)dz + (y* — x)dy = 0
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De modo que que M(z,y) = (x —y) e N(z,y) = (y* — x). Pode-se agora checar se esta

equacao é exata:
oM ON
oy or
Como OM/Jy = ON/Ox, a equagdo é exata.

-1

Para determinar o valor de ¥ (z,y), pode-se utilizar as equacoes que definem M (z,y) e
N(z,y):
(. y)

I g
e (z,v)

Pode-se obter duas equacoes para 1 destas definicoes, uma mantendo y constantes e
integrando em relacao a x e outra mantendo x constantes e integrando em relacao a y. Por

exemplo, comecando com a equagao para M (x,y):

oY(r,y) o
T—M(%Z/)—(l’ Y)
Integrando em relacao a x:
o (x, 22
/%dw = /(fr —ydr = Ply) = o e+ h(y)

onde a fungao h(y) é adicionada para representar a dependéncia em relacdo a y. Utilizando

a segunda equagao:

N (z,y)
dy

Utilizando a expressao obtida anteriormente para ¥ (x,y):

Iz, y) 0 (x2 ) dh

= N(z,y) = (v* — x)

_ — — p— 2_
5 yx + h(y) w+dy (y° — )

Jy oy
de modo que:

dh 3
— = — /dh:/dey — h(y):y +c
dy
Substituindo na equagao para (z,y):
2 2 3

_r _r 9y
w(ffc,y)—2 yx + h(y) 5 TYr T e

Como trata-se de uma equagao exata, sabe-se que ¢ (x,y) = constante:
2 3

¢(Iay):%—yx+%+c:k
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Fazendo ¢; = ¢ — k obtém-se:

xz 3
blay) =5~y ta=0

A funcdo y(x) ndo pode ser representada de forma explicita, porém sabe-se que a solugao
é a familia de curvas que satisfaz:

T et L =0
—_— x —_— c _—
g YrT g Ta

Ezemplo 2: Encontre a solugao geral da EDO:

dy
(22 )+ (2y )dx

62



Lista de Exercicios - Métodos de Resolucao de EDQO’s de 1* Ordem

01) Resolva os seguintes problemas de valor inicial. Quando possivel, verifique se a resposta

esta correta substituindo a solucao obtida na equacao diferencial.

dy 9 dy 1
a) 7 t*+t+ y(0) g) 7 + ky = e** y(0)
R: y(t) = e**/(3k)

b) PY i) =1

dt d 1
R:y(t) = (2642 4 1)1/3 WG ta=er v0)=172
R:y(t)® = 1/(e"(8 — 3t))
d
c) d?i t%y y(0) =1 d
)td—?+y=y2tzlnt y(1) =1
d
d) d—i +aty=t  y(0)=1 R:y(t) = (1 — 2 In(t)) "
R:y(t) = (1+3e72)/4
d ) % * 21/ = —t?cos(t)y’  y(m) =1
e) td_?; +y=1t"+1 y2)=0 R:y(t) = (tz(sin(t) )7

R:y(t) = (343t —14)/3t dy
k) (* — 2y)— = 3t? — 2ty y(0) =4
dy dt

— =4y+t  y(0)=1/8 R:t%y 13— 2 4+16=0

R

) 2ty% = (tsin(t) — cos(t) —y?)  y(w) =0

R:ty? +tcos(t) +m=0

dy

m) —2xy sin(z?) + cos(x2)$ =0 y(0)=1
R:y=1/(cos(z?))
dé
—20 _ 5,200 _ _
n) e 2re = 0 yle) =2

R:0=3/2+1n(r)/2

02) Encontre a solugao geral da equagao:

d
2=+ 2ty = 2

e mostre que as condigdes iniciais y(1) = 1 e y(—1) = —3 resultam em condigoes particulares

idénticas. Este resultado viola o teorema da Unicidade?

03) Um tanque com volume total V; = 280 L contém inicialmente uma massa my = 10 kg

de sal dissolvidos em um volume V{, = 180 L litros de 4gua. Suponha que uma corrente com
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vazao ; = 12 L/min seja alimentada ao tanque, contendo uma concentra¢ao Cy = 0.25kg/L
de sal. Esta alimentacao rapidamente se mistura com a solucao no tanque, de modo que
pode-se considerar que a concentracao de sal é igual em todo o tanque. A solucao de agua
¢ sal é removida do tanque com uma vazdo @, = 8 L/min.

A variacdo no volume de solugdo no tanque ao longo do tempo (V' (t)) pode ser expressa

em termos da diferenca entre o que é alimentado e o que é removido:

av

T Qi — Qo
De forma semelhante, a variacao na massa de sal presente no tanque ao longo do tempo,
S(t), é dada por:

s S

o = Coli — 70

Considerando que @Q; > @,, determine a quantidade de sal presente no tanque quando este
comeca a transbordar (V' =V;).

R: S =55.53kg
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7. Introducdo as EDQO’s de 2“ Ordem

7.1. Equacdes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem

As EDO’s de segunda ordem podem ser expressas de forma geral como:

Fy_ (b
dx? ’y’da:

Este tipo de equacao surge com muita frequéncia no estudo de diversos sistemas fisicos,
por exemplo na andalise de movimento oscilatorio, circuitos elétricos, mecanica dos fluidos,
etc.

Durante a resolucao de EDO’s de segunda ordem, irao surgir duas constantes de integracao,
ou seja, a solucao geral deste tipo de EDO possui duas constantes ¢; e co. Por isso, para
obter a solugao particular, é necessario especificar duas condicoes conhecidas para obter estas
constantes. Um Problema de Valor Inicial (PVI) de segunda ordem ¢é expresso como:

d*y dy
proi f (tn% a) y(to) = vo Y (to) = o

onde yy e y; sdo valores conhecidos. Desta forma, um PVI de segunda ordem utiliza um
valor conhecido para a funcao e para a sua derivada primeira no instante inicial.

Na modelagem de diversos problemas fisicos, muitas vezes as condig¢oes conhecidas sao
especificadas em pontos diferentes, usualmente nas fronteiras da regiao onde a equacao é
resolvida. Por exemplo, no escoamento entre duas placas paralelas, é conhecida a velocidade
na superficie em contato com cada uma das placas. Para diferenciar este tipo de condicao
das condicoes iniciais, quando especificadas em locais diferentes, as condicoes conhecidas
sao chamadas de condi¢coes de contorno. Os problemas envolvendo equagoes de segunda
ordem (ou ordem superiores) e condigdes de contorno conhecidas sdo chamados de Problemas

de Valor de Contorno (PVC). Um PVC de segunda ordem pode ser expresso como:
d’y dy
AT I GO R
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onde a e b sao dois pontos do dominio de solucao e y, e y, sao valores conhecidos. De forma
equivalente, pode ser conhecido os valores da derivada primeira nas fronteiras, ou o valor
da funcdo em uma fronteira e o valor da derivada primeira em outra. De forma geral, a
varidvel independente ¢ é utilizada para representar PVI’s, pois usualmente estes problemas
envolvem variacoes no tempo, enquanto que a variavel independente x costuma ser utilizada
em PVC’s, onde normalmente os problemas envolvem variagoes no espaco.

Assim como para as EDO’s de primeira ordem, nao existe um método tnico de solucao
véalido para todos os casos. A seguir serao apresentadas algumas formas de resolugao validas

para casos especificos.

7.1.1. Reducao de Ordem

Uma equacao diferencial de segunda ordem sempre pode ser transformada em um sistema

de duas equacoes de primeira ordem. Por exemplo, considere uma EDO da forma:

definindo-se u = dy/dx, pode-se reescrever a equac¢io anterior como:

du

%: (xayuu)

Esta equacgao, em conjunto com a propria definicdo de u, é equivalente a equacao original.

Em muitos casos, a equacao diferencial de segunda ordem pode ser expressa como:

(o
da? "dx

Neste caso, apos a reducao de ordem, a equagao sera expressa como

&

Esta equagdo ndo depende de y e pode ser resolvida para obter u(x). A partir de u(z),
obtém-se y(z).

Ezemplo 01: Obtenha a solugao para a seguinte EDO:

Py dy
FrER

d (dy _du
de \dx ) dz
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Assim, a EDO pode ser reescrita como:

—tu=-x
dz

Esta é uma EDO de primeira ordem linear que pode ser resolvida através do método do

fator integrante. A solucao geral desta equacgao é da forma:
wz)=1—az+ce™”

Para avaliar a solugao geral da EDO de segunda ordem, temos que:

d 2
ﬁ:u(x)=1—m+0fx — y(x)zﬁ—%—ﬁe_g“r@

7.1.2. Equacdes Separaveis

Assim como para as EDO’s de primeira ordem, em muitos casos é possivel expressar a
equacao como:
L =~ (@)
dx
Neste caso, pode-se integrar ambos os lados da equacao duas vezes em relacao a x de modo

a se obter a func¢ao y(x).

Ezemplo 2: O perfil de velocidade (v(z)) de um fluido escoando entre duas placas planas
pode ser obtido a partir da equacao:

d*v

— = AP
udxz

onde e AP sao constantes representando a viscosidade e o diferencial de pressao.
a) Obtenha a solucao geral para esta equagao.

A equagao pode ser escrita como:

v AP
de?
Integrando em relacao a x:
dv AP N
—=—2x+c
dz !
Integrando novamente:
() = AP z? et
v(z) = 2 ar+co
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b) Considerando que as duas placas estejam paradas e separadas por uma distancia dx =
I'm (v(0) = v(1) = 0), obtenha a solugdo particular para este caso.

Neste caso, temos que v(0) = v(1) = 0. Considerando primeiramente v(0) = 0:

O:CQ
Considerando v(1) = 0:
0 — 1AP+ . - _1AP
2 “ Ty
Assim:
o )_APx2 _1AP .
T 2 p
AP
v(x):ﬁ(xz—@

Como a resolucao da EDO de segunda ordem envolve duas integracoes, também é possivel

que a derivada primeira apareca multiplicada por alguma funcao, da forma:

Fly)— (g(%y)%> = h(z)

Se a fungdo g(x,y) também for separavel, entdo a EDO pode ainda ser resolvida por

integracao simples.
Exemplo 3: A distribuigdo de temperatura ao longo do raio de uma esfera sélida é dada

d ( ,dT
5(?%)0

Considerando que T'(ry) = Ty e T'(ry) = T, obtenha a funcao 7T'(r).

por:

Esta equacao pode ser integrada de modo a se obter:

QdT N drT C1
r’r—=c —=—
dr ! dr  r?
Integrando novamente:
c
T(r)=——+¢
r
Avaliando as C.C.
c c
TIZ__1+CQ TQZ——1+CQ
1 )
Fazendo a eq. para T7 menos a eq. para T5:
T1-T2=2 % — e (1fry — 1/r1)
r2 N
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De modo que:
T — Ty

- 1/7”2 — 1/T1

Substituindo este valor na eq. para 7T:

C1

h-T, - 14 17T
C Cyo =
r(1/re —1/r) 2 ri(1/ra — 1/71)

Substituindo na equacao geral:

T =15 T =15 T — 1T, (1 1)
— +T1+ - +T
r(1/ry —1/r1) r(1frg—1/r1)  1/ra—1/r !

C1
le__+02:_
1

T(r) =

oo
Ezercicio 01: Resolva o seguinte PVI:

d2
= y1)=2  y@2)=1

R: y(z) = (24 — 13z + 2°) /6

7.2. Equacdes Lineares Homogéneas com Coeficientes
Constantes

As EDO’s de segunda ordem lineares podem ser escritas de forma geral como:

a(t)% + b(t)% +e(t)y = d(t)

Caso d(t) = 0, a equacdo é dita homogénea, e caso as funcgoes a(t), b(t) e ¢(t) forem
constante (nao dependerem de t), a equagio possui coeficientes constantes.
Assim, as EDO’s de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes podem ser

expressas de forma geral como:

d*y dy
A2 L B2
az TP

+Cy=0
onde A, B e C sao constantes e A # 0
O objetivo é encontrar solugoes y = p(t) que satisfagam esta equacao. Considere o exem-

plo:
d*y
dt?

Neste caso, deve-se encontrar uma funcao cuja derivada segunda ¢ igual a propria funcao.

A escolha mais 6bvia é y = ¢’. No entanto, y = ¢~* também é solucao, ou ainda y = 2¢! ou

y = be™!, etc., ou seja, existem infinitas solugdes para esta equacao.
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Suponha que y(t) = € seja uma solugdo da EDO de segunda ordem homogénea com

coeficientes constantes, de modo que y/(t) = re™ e y’(t) = r?e™:

d d
Ad_;; + Bd—‘z +Cy = Ar?e"™ + Bre™ 4+ Ce™ =0
Ou ainda:

(Ar* + Br+C)e" =0
Como €™ = 0, isto implica que:
(Ar* + Br+C) =0

Esta é a chamada equacao caracteristica da EDO. Os valores de r; e r, que satisfazem
esta equacao irao gerar solugoes y; = €' e yo, = €™ para a EDO de segunda ordem linear,
homogénea e com coeficientes constantes. Assim, pode-se perguntar qual é a real solugao
da equacao. A resposta é que ambas sao solucdes da equacdo diferencial, porém nao irao
satisfazer possiveis condicoes iniciais ou de contorno impostas. Assim, deve-se buscar uma,
solucao que, além de satisfazer a equacao, satisfaca as condi¢oes impostas. Estas solugoes

sao chamadas de solucoes fundamentais da equagao diferencial.

7.3. Solucoes Fundamentais de Equacoes Lineares Homo-
géneas

Uma EDO de segunda ordem homogénea linear pode ser expressa de forma geral como:

d*y dy
> +p(t) = +qt) =y" +pt)y +q(t)y =0
dt dt
Em muitos casos, é conveniente definir um operador diferencial para representar a equacao.

A equacao acima pode ser representa como:

Lyl =y" +p)y +q(t)y

onde o operador L é expresso como:

d

L=D?+pt)D + q(t) D=

Este operador pode ser aplicado em qualquer funcao ou mesmo equacao. Por exemplo,

considere que p(t) = t? e q(t) = 1 + t. Se aplicarmos o operador L em sin(3t):
2

L[sin(3t)] = %(sin(?at)) + tQ% sin(3t) + (1 +¢) sin(3t) = 0
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L[sin(3t)] = —9sin(3t) + 3t* cos(3t) + (1 + t) sin(3¢)

Um operador L é dito linear se:

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f ()] + bL[g(t)]

Nesta sessao, sera avaliado o seguinte Problema de Valor Inicial

Liyl=y"+pt)y +qt)y=0  ylto) =w ¥ (to) =g

com o objetivo de encontrar uma solucao geral y = ¢(t) que satisfaca a equacdo diferencial
juntamente com as duas condi¢oes iniciais impostas.

Porém, antes de buscar esta possivel solucao, deve-se avaliar se eziste alguma solucao e se
esta solucao € unica.

Para avaliar a existéncia e a unicidade de PVT’s envolvendo EDQO’s de segunda ordem,
podemos recorrer ao seguinte teorema. Apesar de o objetivo ser avaliar equacoes homogéneas,

este teorema também ¢ valido para EDO’s nao-homogéneas.

Teorema 01. FExisténcia e Unicidade para Equacoes Lineares de Segunda Or-

dem: Considere o seguinte PVI:

Y +p)y +at)y=g1)  ylte) =w Y (to) = u

onde p(t), q(t) e g(t) sao continuas em um intervalo aberto I contendo 5 e yo e y4 sdo
nimeros reais. Entdo, existe exatamente uma solucdo y = ¢(t) para este problema, e a
solucao existe em todo intervalo I.

Este teorema é muito similar ao visto anteriormente para o de primeira ordem. Com base
no no teorema anterior podemos concluir que para um PVI linear de segunda ordem existe

uma solu¢ao tnica valida no intervalo onde as fungoes p(t), ¢(t) e g(t) sdo continuas.

Ezxzemplo 04: Encontre o intervalo mais amplo onde o seguinte PVI admite solugao:

(t? — t)% +t% +(t-1y=0 y(1/2)=0 ¢ (1/2)=1

Para deixar a equacao na forma padrdo, podemos dividir toda a equacao por t? — t:

dy t dy (t—1)
w e _tat  e—¢Y

—0 y(1/2)=0  y1/2)=0

onde podemos identificar:




Estas funcoes sao continuas a nao ser pelos pontos t = 0 e t = 1. Como o valor inicial é

avaliando em ¢t = 1/2, o maior intervalo onde a equagao possui solugao é o intervalo (0, 1).

Como visto anteriormente, uma EDO linear de segunda ordem homogénea com coeficientes
constantes admite a solucgao y(t) = €™, onde r sdo raizes de uma equacao de segundo grau.
Assim, existem pelo menos duas solucoes para a equagdo (considerando raizes distintas).
Para avaliar a solugao mais geral possivel para a EDO, podemos consi-derar primeiramente

o seguinte teorema:

Teorema 2. Principio da Superposi¢do: Se yi(t) e yz(t) sdo solucoes da equacao
diferencial:

Lyl =vy"+pt)y +qt)y =0

entao a combinacao linear y(t) = c1y1(t) + coya(t) também é solucdo, quaisquer que sejam

os valores das constantes c; e cs.

Com base no teorema anterior, pode-se observar que partindo de duas solugoes quaisquer
y1(t) e y2(t) pode-se formar um conjunto infinito de solugbes para a equacdo diferencial
contendo duas constantes c; e cs.

Considere agora o seguinte PVI:

Lyl =y +pt)y +qt)y=0  ylto) =w ¥ (to) =g

Se existirem duas fungdes y1(t) e yo(t) que satisfazem a equacdo, pode-se obter um conjunto
infinito de solugbes da forma y(t) = c1y1(t) + coya(t), validas para qualquer valor de ¢; e cs.
Caso for possivel encontrar valores de ¢; e ¢ que permitam que as condigoes iniciais também
sejam satisfeitas, serd obtida uma solucao particular para o PVIL.

Assim, devemos determinar se existem constantes c¢; e ¢y que satisfacam as condigoes
iniciais especificadas.

Considerando as condicoes impostas, temos que:
ybo) =wo = ayilte) + c2ya(to) = yo

vt =y =  ayilte) +ci(to) = g
Resolvendo para c; e ¢y, temos que:

Yoys(to) — yoya(to)
y1(to)ya(to) — yi(to)y2(to)
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_ v (to) + youa (to)
y1(to)ys(to) — y1(to)y2(to)
Estes resultados também podem ser expressos em termos dos seguintes determinantes,

aplicando a regra de Cramer':

Yo y2(to) y1(to) Yo
o _|n walto) ) w
o) wlto) C lntt) wito)
yi(to) ys(to) yi(to) va(to)

Como todos os termos nas expressoes anteriores sao valores constantes, a tnica condi¢ao
que deve ser satisfeita para que c; e ¢y existam é que o denominador seja diferentes de zero.

Como o denominador das duas expressoes é o0 mesmo, a condicao é expressa como:

yi(to) ya2(to)
yi(to) ys(to)

= y1(to)ya(to) — v (to)ya(to) # 0

Outra maneira de observar que esta condi¢ao é necessaria é avaliar o sistema de equagoes

para c; e ¢o na forma matricial:

yi(to) ya(to) 1 Yo
y1(to) w5 (to) Ca Yo
Este sistema somente possui solucao se o determinante da matriz 2 x 2 A for diferente de
Zero em t = ty.

Em particular, este determinante ¢ chamado de Wronskiano das fungoes y(t) e y2(t):

W) (to) = 1 20| it te) — walto)y (1)

Y1 (to) ys(to)

Com isso, pode-se propor o seguinte teorema:

Teorema 3. Conjunto Fundamental de Solugdes: Suponha que y;(t) e yo(t) sdo

solucoes da equacgao diferencial:

d?y dy
Lly| = e +p(t)§ +q(t)y =0

e que o wronskiano

W (y1,y2) = y1ys — Y192

LA solugao de um sistema linear Ax = x serd x; = |A;|/|A|, onde A; é a matriz formada substituindo a

coluna 7 pelo vetor b

73



nao se anula no ponto t = ty, onde sao especificadas as condicoes inicias:

y(to) = o Y (to) =y

entao existe uma escolha das constantes ¢; e ¢y para as quais y = c1y;(t) + coya(t) satisfaz
a equagao diferencial com as condigbes de contorno especificadas. Neste caso, y;(t) e ya(t)

forma um conjunto fundamental de solugoes para a equacao diferencial.

Resta agora avaliar se a solugao y(t) = c1y1(t)+caya(t) que satisfaz a condicao W (yy, y2)(to) #
0 engloba todas as solugoes possiveis. De fato, esta condicao é garantida pelo seguinte teo-

rema:

Teorema 4. Solucao Geral de EDO’s de segunda ordem: Se y; e ys sao duas

solucoes da EDO:
y' +pt)y +a(t)y=0

e se existe um ponto to onde W (y;,y2) # 0, entao a familia de solugoes:

y = c1y1(t) + caya(t)

inclui todas as solucoes do PVTI:

y' +pt)y +qt)y=0 y(to) =vo ¥ (to) =y,

Este teorema diz que, considerando que W (yy,y2) # 0, a combinagao:

Y = c1y1 + cay2

é a solucao geral da EDO. Assim, funcoes y; e yo formam um conjunto fundamental de
solucoes da EDO.

Isto implica que para encontrar a solucao geral da EDO basta encontrar duas solucoes que
possuam o Wronskiano nao-nulo.

Para provar o Teorema 04, devemos mostrar que uma solugdo qualquer ¢(t) esta inclusa
na familia de solugoes y(t) = c1y1(t) + coy2(t), ou seja, exista alguma combinacdo de ¢y e ¢
tal que y(t) = ¢(t).

Considere um ponto to onde W (y1,y2)(to) # 0. Avaliando a solugdo arbitraria ¢(t) e sua

derivada primeira neste ponto, podemos definir:

Yo = ¢(to) Yo = ¢'(to)
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Considere agora o seguinte PVI:

Y +p)y +atyy=g(t)  ylto) =y ¥ (te) = vp

Como ¢(t) foi definido como uma solugao qualquer da equagao e as condigoes iniciais foram
definidas como base em ¢(t), certamente ¢(t) é uma solu¢ao do PVI.

Porém, do Teorema 03 temos que, considerando W (yy,y9)(to) # 0, é possivel escolher
constantes c; e ¢y tais que

y(t) = a1y (t) + caya(t)

também seja uma solucao do PVI.
Considerando agora que p(t) e ¢(t) sejam continuas em um intervalo contento ¢y do Teo-

rema 01 sabemos que a solucao do PVI deve ser tinica, portanto:

o(t) = c1yi(t) + caya(t)

como ¢(t) é uma solugao arbitraria, qualquer possivel solu¢ao esta inclusa nesta familia.

Os teoremas vistos nesta sessao podem ser resumidos da seguinte forma:

Para encontrar a solugao geral da EDO:

d*y dy
w—i—p(t)a—l—q(t)y—o a<t<p

precisamos, primeiro, encontrar duas solucoes y; e y» que satisfazem a equacao diferencial
em o < t < 5. Depois, precisamos avaliar se W (y,y2) # 0 em um ponto ¢, deste intervalo.

Caso isto for satisfeito, a solucao geral da equacao sera:

Y = C1y1 + Yo

e as constantes arbitrarias c¢; e ¢y podem ser escolhidas de modo que as condicdes iniciais

especificadas em t; sejam satisfeitas.

Ezemplo 05: Suponha que y;(t) = €™ e yo(t) = €' sdo duas solugdes da equacao:

Py L dy
Aﬁ + B% +Cy=0 y(to) = o Y (to) = o

Mostre que elas formam um conjunto de solucoes fundamentais para qualquer valor de %,

sendo que ry e 7y sao as raizes da equacao:
A+ Br+C =0

e 7£7”2.

75



Lista de FExercicios - Introducao as EDO’s de 2* Ordem

1) Em um processo de tingimento, um fio cilindrico passa por dentro de uma tubulagao
onde entra em contanto com o corante. O fio é puxado com a uma velocidade vy. Nestas

condicoes, a equacao que descreve o perfil de velocidade do fluido confinado entre o fio e a

d dv
dr (d_) =0

As condi¢oes de contorno sao dadas por y(kR) = vy e y(R) = 0, onde kR representa o raio

tubulacao é dada por:

do fio (k < 1 é¢ uma constante) e R o raio da tubulagdo. Obtenha o perfil de velocidade.

sy = 0
R:v= Ik In(r/R)

2) O perfil de concentragdo de um gas difundindo através de uma camada de ar estagnado

%((1iy)%) -

onde y é a fragdo do gas. Considerando que a fracdo do gés em x = x; é de y(x1) = y; e em

é dado por:

xr = x9 é de y(x9) = yo, mostre que o perfil de concentragao y(z) pode ser dado por:

I—y _(1—?/2);2;11
I—wn 1=y

3) Um o6leo lubrificante preenche o espaco entre duas placas planas separadas por uma

distancia de 1 mm, sendo que a placa superior se desloca a uma velocidade v, e possui uma
temperatura T}, enquanto que a placa inferior esta parada e a uma temperatura 7;.
(a) Nestas condigoes, o perfil de velocidade (v(y)) do 6leo lubrificante é obtido através da

equacao:
d2
o _
dy?
Considerando que v(0) = 0 e v(1) = v, obtenha o perfil de velocidade.

(b) O perfil de temperatura, por sua vez, pode ser obtido pela equagao:

T __p (o)’
dy2  k \dy

onde p e k sao constantes. Considerando que T'(0) = T; e T(1) = T}, obtenha o perfil de
temperatura. R: T(y) = T; + (Ts — T;)y + (uv?/2k) (y — y?)
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4) (Principio da Superposicao) Mostre que se duas fungdes y; (z) = g(x) e ya(x) = h(x)
sao solugoes da seguinte EDO:

d*y dy
ALY g% -
72 + . +Cy=0

entao qualquer combinacgao linear destas fungoes também serd uma solugao.

5) Mostre que a funcao

Y(t) = i€ + cpe™

é solucao da equacao diferencial

Py | Ldy
AL BY L oy=0
az TP TV

onde ¢, ¢, A, B e C sao constantes e r; e ry sao as raizes da equagao:

Ar* +Br+C =0

6) Mostre que () = t'/2 e yo(t) = t~! formam um conjunto fundamental de solucdes da

equacao:
Py | ,.dy
20— 4+3t— —y=0 t>0
az T Y
7) Considere a equagao:
d’y dy
dt?  dt

(a) Mostre que y;(t) = e~ e y5(t) = €2 formam um conjunto fundamental de solugoes;

(b) Sejam ys(t) = —2e*, ya(t) = y1(t) +2y2(t) € ys(t) = 2y1(t) — 2ys(t). ys(t), ya(t) e ys(t)
também sao solugoes da equacao diferencial?

(c) Determine se cada par a seguir forma um conjunto fundamental de solugoes: [y (t), y3(t)],

[y2(1), y3(D)], [y2(2), ya(®)], [ya(t), ys(t)].
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8. Equacao Caracteristica de EDQO’s de
2% Ordem

8.1. Equacao Caracteristica

Na aula passada, vimos que as EDO’s de segunda ordem homogéneas com coeficientes
constantes podem ser expressas de forma geral como:

2

d>y dy

A— +B—+Cy=0
az Py Y
onde A, B e (' sao constantes e A # 0.
Supondo uma solugao da forma y(t) = €™, pode-se mostrar que esta solucao satisfaz a

equacao diferencial para os valores de r que sejam as raizes da equac¢ao caracteristica
A’ +Br+C =0

Assim, considerando o principio da superposi¢ao, a solu¢ao pode ser expressa como y(t) =
cre™t + coe™t onde 7 e ry sdo as raizes da equacao caracteristica. Para avaliar se esta
solucao gera um conjunto fundamental de solugoes, serao avaliados separadamente os casos

onde a equacao caracteristica possui raizes reais e distintas, repetidas ou complexas.

8.1.1. Equacao Caracteristica com Raizes Reais e Distintas

O caso mais simples ocorre quando a equacao caracteristica possui duas raizes reais e

distintas. Neste caso, basta substituir as raizes na equacao
y(t) = 1y (t) + coya(t) = cre”t + coe™

e a solucao geral sera conhecida.
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Avaliando se as solugoes correspondem as solucoes fundamentais:

erlt 67‘2t
W(y17y2) = oo = = 7’2(€T1temt) - T1(€T2t€T1t>

/ / r1t rot
Y1 Yo rie’’t ree’?

ou ainda:

W(yl, y2) — r26t(r1+7‘2) _ Tlet(rﬁ_m)

Para garantir que as fung¢des formam um conjunto fundamental, o Wronskiano deve ser

diferente de zero. Assumindo um caso onde Wy, y2) = 0, isto resulta em:

r14r2) ritre) — ot(ritre) (

roell — rell rg—1r1) =0

Como a funcao exponencial serd diferente de zero para qualquer valor do expoente, isto
segue que a unica maneira de satisfazer a igualdade anterior é se ro = r;. Porém, estamos
considerando o caso onde as raizes sao distintas, de modo que por defini¢ao r, # ro, por-
tanto o Wronskiano nunca serd nulo, independente do ponto onde as condicoes iniciais serao

aplicadas.

Ezemplo 01: Obtenha a solucao geral da seguinte EDO:

Py _dy
S5 4 6y=0
d$2+ da:+ Y

e a solugao particular considerando que y(0) =2 e y'(0) = 3.
Ezxemplo 02: Obtenha a solucao particular do seguinte PVI:

1
4y — 8y +3y=0 y(0) =2 y'(0) = 5
A equacao caracteristica sera:

4 —8r+3=10

de modo que as raizes serao

" = Ty = —

DO | o

e a solugao geral serd da forma:
y(t) = cre™ + cpe™t = 132 4 cyetl?

Avaliando a condigdo y(0) = 2
2=c+c
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A derivada da solugao geral seré:

dy _ 3a 3t/2 | €2 t/2
a2 T32°

de modo que a condigao y/'(0) = 1/2 retorna:

1 361 Co
2~ 2 T2
Resolvendo o sistema linear, obtém-se:
5
Cl — ——= Cy = —
2 2
Assim, a solucao particular sera:
1 5
£ = ——e3t/2 4 2 t/2
y(t) 5¢ + 5¢

8.1.2. Equacao Caracteristica com Raizes Complexas

Considere agora o caso onde as raizes da equacao caracteristica sao complexas. Lembrando
que as raizes complexas de equagoes de segundo grau sempre sao complexos conjugados, as

raizes podem ser escritas como:
ro=a-+ bi ro =a—bi
A solugao geral neste caso ¢ dada por:
y(t) — Cle(a+bi)t + Cze(afbi)t — Cleatebti + C2eat€7bti
Colocando e em evidéncia:
y(t) — eat(clebti + Cge_bti)

Para facilitar a manipulacao da equacao, é conveniente expressar a parte exponencial em

termos de fungoes trigonométricas através do uso da férmula de Euler:

e = cos(z) + isin(w)

Considerando a formula de Euler, a expressao para y(t) parte complexa pode ser reescrita
como:
y(t) = e™(cy(cos(bt) + isin(bt)) + co(cos(—bt) + i sin(—bt)))
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Considerando ainda as identidades trigonométricas cos(f) = cos(—0) e sin(f) = — sin(—6),

a equagao retorna:
y(t) = e™((c1 + c2) cos(bt) + (c1i + coi) sin(bt))
Como ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias, pode-se definir ¢c3 = ¢1+¢ € ¢4 = ¢+ coi. Assim:
y(t) = cze™ cos(bt) + cae™ sin(bt) = c3y1 (t) + caya(t)

Para garantir que esta soluc¢do corresponde a solu¢do geral da EDO e que y;(t) e ya(t)
formam um conjunto de solugbes fundamentais, precisamos avaliar o Wronskiano W (yy, ys).

A derivada das solugoes é:

dys dy>

pra ae™ cos bt — bsin bte™ pr ae™ sin bt + b cos bte™
W | e e cos(bt) e sin(bt)
T ae® cos bt — bsinbte™ ae® sin bt + b cos bte™

Apos simplificar a resposta, obtém-se que:
W = be?®

Assim, o Wronskiano s6 é nulo se b = 0. Porém, caso b = 0 a equacao caracteristica possui

duas raizes reais e pode-se utilizar as solucoes vistas anteriormente.
Ezxzemplo 03: Resolva o seguinte PVI:

Y +y +y=0 y(0)=0  ¢'(0)=1

8.1.3. Equacao Caracteristica com Coeficientes Repetidos

Quando a equacao caracteristica possui duas raizes idénticas (r; = ro = r), somente uma

solucao exponencial pode ser obtida:

y(t) = cre’t

No entanto, esta nao é a solucao mais geral possivel. Utilizando o método de D’Alembert,

pode-se mostrar que uma segunda solucao pode ser dada por:

y(t) = cote™
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Com isso, a solucao geral para a EDO sera:
y(t) = cre’ + cote” = €™ (cy + cot)

Avaliando se as solugoes correspondem a solucoes fundamentais:

Tt Tt
Y1 Y2 e re
W = — — 627‘1& + TteQTt . TteQrt — 62rt

yll yé rert ert + 7,267“75

Como a func¢ao exponencial nunca é 0, as solugoes propostas sao um conjunto de solucoes

fundamentais.

Ezxzemplo 04: Resolva o seguinte PVI:

y
M—y+1=0 y(0)=2  y'(0)=2

8.2. Equacoes Nao-Homogéneas: Método dos Coeficientes
Indeterminados
Considere agora o caso de uma EDO de segunda ordem linear e ndao-homogénea:
v+ o)y +a(t)y = g(t)
onde p(t), q(t) e g(t) sdo continuas em um intervalo abeto I. A equagao
v + o)y +q(t)y =0

¢ chamada de equacao homogénea associada a equagao original.
Para buscar uma solugao geral para a equacao nao-homogénea, vamos primeiramente

considerar o seguinte teorema:
Teorema 01: A solucao geral da EDO:
y' +p)y +a(t)y = g(t)

pode ser escrita da forma:

y(t) = ya(t) + yn ()
onde yy(t) é a solucao da equagdo homogénea associada e y,(t) é alguma solucao especifica
da equac¢ao nao-homogénea.
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Desta forma, para encontrar a solucao geral da EDO nao-homogénea, deve-se buscar al-
guma solugao para a equacao. Em conjunto com a solugao da equagao homogénea associada,
estas funcoes irao compor a solucao geral.

Dentre os métodos para encontrar solucoes para a equacao nao-homogénea, o mais simples
é o método dos coeficientes indeterminados, que consiste em supor um formato para a solucao
Yn(t) contendo um determinado niimero de coeficientes e entao determinar os valores destes
coeficientes através da EDO.

O formato escolhido para v, (t) a solucao ira depender da fungao g(¢). De forma geral, este
método so funciona para fungoes g(t) relativamente simples. como polindémios, exponenciais,
seno e co-seno. No entanto, a maior parte das aplicacoes que envolvem equacoes nao-

homogéneas costumam apresentar estas funcoes como parte nao-homogénea.
Ezxemplo 05: Encontre a solucao geral da seguinte EDO:
y' — 3y — 4y = 3e*
O primeiro passo é obter a solu¢ao da equacao homogénea:
y' — 3y —4y =0
Fazendo y = €™, obtém-se a seguinte equacao caracteristica:
r?—=3r—4=0

As raizes desta equacao sdo r; = 4 e ro = —1. Assim, a solucdo da equacdo homogénea
sera:

yn(t) = cre®t + cpe™t

O segundo passo é encontrar alguma funcao que satisfaga a equagao nao-homogénea. Neste

caso, o mais plausivel é supor que a solucao seja uma funcao exponencial:
2
yn(t) = Ape

onde A, é o coeficiente a ser determinado. Caso seja possivel obter algum valor para A,
que satisfaca a equacfo, entdo y,(t) é uma solugdo. Caso ndo seja possivel, deve-se tentar
alguma outra funcao.
Substituindo ¥, (¢) na equagdo nado-homogénea:
d*(A,e*) B Bd(Ane2t)
dt? dt
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Avaliando as derivadas:
4A,e* — 6A,e*" — 4A,e* = 3e* — —6A4, =3 — A, =—1/2

Assim, a solu¢ao da equagao nao-homogénea sera:

1
Yn (t) = 562t

A solucao geral da EDO sera a soma da solucao da equacao homogénea a da solucao da

equacao nao-homogénea:
4t -t 1 2t
y(t) = yn(t) + yn(t) = 16" + e — ¢
Exzemplo 06:
y" — 3y — 4y = 2sin(t)
A solugao da parte homogénea é igual ao caso anterior, assim:

yn(t) = crett 4+ coet

Para avaliar a equacdo nao-homogénea, deve-se supor um formato para a solucdo. A
funcao f(t) envolve a funcao seno, entao é plausivel supor que a solucao y,(t) envolva as
funcgoes seno e cosseno, ja que a derivada primeira do cosseno e a derivada segunda do seno
retornam valores em funcao de senos.

Assim, sera assumido que:
yn(t) = Asin(t) + B cos(t)

Avaliando as derivadas primeira e segunda desta fungao:

dyn, .

% = Acos(t) — Bsin(t)
d2

dty2n = —Asin(t) — Bcos(t)

Substituindo estas expressoes na EDO:
—Asin(t) — Beos(t) — 3(Acos(t) — Bsin(t)) — 4(Asin(t) + B cos(t)) = 2sin(t)
Agrupando os termos:
(—A+3B —4A)sin(t) + (—B — 3A — 4B) cos(t) = 2sin(2t)
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(3B — b5A)sin(t) + (—3A — 5B) cos(t) = 2sin(t)

Para encontrar os coeficientes A e B, deve-se igual aos coeficientes dos mesmos termos do
lado direito da equacao. Como nao existe nenhum termo envolvendo cosseno no lado direito,

considera-se que seu coeficiente é zero. Assim:
3B —5A=2 —3A-5B=0

Multiplicando a primeira equagao por 5/3 e somando com a segunda equagao, temos que:

2 1 4 1
——5A—3A:—O — —3—A:—0 — A:—3
3 3 3 3 17
Substituindo na segunda equacgao:
5 15 3
—3(—-—=) =58 =—=5B B=—
’ ( 17) ~ 17 ~ 17
Assim, a solucdo da equacdo nao-homogénea sera:
5 3
yn(t) = BT sin(t) + 7 cos(t)

A solucao geral da EDO sera a soma da solucao da equacao homogénea a da solucao da

equagao nao-homogénea:

5 3
y(t) = cre* + et — 7 sin(t) + T cos(t)

Exemplo 07:
Y’ — 3y — 4y = 4t*

A solugao da parte homogénea é igual ao caso anterior, assim:

yn(t) = crett + cpe™t

Para avaliar a equacao nao-homogénea, deve-se supor um formato para a solugao. Como

a parte nao homogénea é um polinémio de segundo grau, serd considerado que
Yn(t) = At> + Bt + C

de modo que

dyn,
—— =2At+ B
it +
den
— 24
dt?

85



Substituindo estes valores na EDO:
2A — 3(2At + B) — 4(At* + Bt + O) = 4>
Agrupando os termos de mesma ordem:
—4 At 4+ (—6A — 4AB)t + (2A — 3B — 4C) = 412 + 0t + 0

Igualando os coeficientes dos termos de mesma ordem:

—4A =1 —6A—-4B =0 2A—-3B—-4C =0
Da primeira equacao, temos que A = —1. Substituindo na segunda equacao, obtém-se que
B =3/2 e na terceira C' = —13/8. Assim, a solu¢ao da equagao nao-homogénea seré:
3 13
n(t) = —t2 + ~t — —
Yn(t) 5t~ 3

E a solucao geral da EDO seréa:

3 13
y(t) = cre* + et — 12 + §t -y

De forma simplificada, na tabela a seguir sdo apresentados possiveis valores para y,(f) que

podem ser aplicados dependendo do formato de g(t)

g(t) Yn(t)
cre™ Ae®
1t + ¢ At+ B
¢ t? At> + Bt +C
c1 cos(at) + cosin(at) Acos(at) + Bsin(at)
c1e cos(bt) e (A cos(bt) + Bsin(bt))
c1e™ sin(bt) e™(Acos(bt) + Bsin(bt))
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8.2.1. Somatoério de funcdes distintas

Caso a parte nao-homogénea da EDO for representada pela soma de mais de uma funcao,

a solucao geral serd a soma das solucoes referentes a cada funcao.

Ezxzemplo 08:

y' — 3y — 4y = 3e* + 2sin(t) + 4t
A solucao desta equacao serd a soma da solucdo da equacdao homogénea e das solucoes
obtidas considerando cada uma das fung¢oes do lado direito (exemplos anteriores):

1 5 3 3. 13
y(t) = cre™ + ce™" — 56% ~ T sin(t) + T cos(t) — t* + 51& -3
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Lista de Exercicios 07 - Equacao Caracteristica de EDO’s de 2* Ordem
1) Mostre que y(t) = te™ é uma solugio da equagao:
Ay + By +Cy=0
onde A, B e C sao constantes.

2) Encontre a solucao geral das seguintes EDO’s homogéneas e resolva os problemas de

valor inicial e de contorno.

P’y dy
4=2 42 4y =0 0) =1 '(0) = —15
a) 4oy —do ty y(0) y'(0)
R: y(t) = et/? — 2tet/?
Py | dy
b) =2 +2-2 4 4y = —9 ) = 1
) P2 tAy=0 y(0) y'(0)

R: y(t) = (3+ Tt)e 2t

Py dy
d) =2 +4-2 + 5y =0 0) =1 0) =0
)dt2+dt+y y(0) y'(0)

R: y(t) = e ?!(cos(t) + 2sin(t))

d*y dy ,
e)wﬂL%—@y—O y0)=1 y(0)=0
R: y(t) = (3/5)e** 4 (2/5)e =3

Py | dy
fl)2— +5—=+4+3y=0 0)=3 "0) = —4
1200 Wm0 yo)=3 ¥
R: y(t) = 2e 3t/2 4 et

d*y .

8) 7 T16y =0 y(r/4)=-3  y(r/4)=4

R: y(t) = 3 cos(4z) — sin(4x)

Py . dy
)dt2 +2 2y =0 y(0) y'(0)

R: y(t) = e *(2cos(t) + 3sin(t))
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Py dy ,
)2@—3d—+2y:0 y(0)=1 ¢(0)=0

R: y(z) = /% (cos(\/Tt/4) — (3/+/7)sin(\/Tt/4))

N
) os At 413y =0 y0)=2  y(r/2)=1

R: y(x) = e 2*(2cos(3z) — €™ sin(3x))

3) Encontre a solugao geral das seguintes EDO’s ndao-homogéneas e resolva os problemas
de valor inicial.
d>y dy .
)ﬁ_4d_+4 y = 3e y(0) =0 y'(0) =0
R: y(z) = —1/3e*® + 2%t +1/3e™ 7

b) 2?+2—x+y:x2 y(0)=0 ¢ (0)=0

R: y(z) = —4e=%/% cos(x/2) + 4e~*/?sin(z/2) + (t — 2)?

)@—3d—+225 27(x? — x) (0) =20 '(0) = 30
C dr? d Yy = i i Yy = y =
R: y(z) = 4((1 + x)e'5® 4 322 + 5z + 4)

d?y

dy ) ,
d) prche 5d_ + 6y = 2sin(4x) y(0) =0 y'(0)=0

R: y(z) = (1/25)(8¢3® — 10e%* + 2 cos(4x) — sin(4t))

4) Considere o seguinte esquema de um sistema de absor¢ao de impacto.

L

Mola

Amortecedor

A equacado de conservacao de momento pode ser descrita em termos do deslocamento

vertical (x) da massa, sendo dada por:

onde m é a massa total, kdx/dt representa a forga de amortecimento e nx a forca restauradora

resultante da acdo da mola (m, k e n sdo constantes).
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Considere que a massa é deslocada inicialmente por uma distancia x( e liberada, de modo
que z(0) = xg e 2/(0) = 0.

a) (Sem Amortecimento) Considere inicialmente o caso onde nao existe amortecimento
no sistema (k = 0). Neste caso, o sistema entra em um movimento harmonico e permanece

em movimento por um tempo indefinido. Obtenha a solucao particular para este caso.

R: x(t) = xg cos(y/n/mt)

b) (Sub-amortecimento) Quando k? < 4mn, ocorre um sub-amortecimento do sistema.
Neste caso, o sistema inicialmente oscila com uma amplitude que decresce com o tempo.

Obtenha a solucao particular para este caso.

R: z(t) = e */2 (2 cos(ut/2m) + (kxzo/2m) sin(ut/2m)), p? = dmn — k>

¢) (Sobre-amortecimento) Quando k* > 4mn, ocorre um sobre-amortecimento do sis-
tema, ocorrendo um amortecimento sem a presenca de oscilagoes. Obtenha a solucao parti-

cular para este caso.

R: 2(t) = (2o/(1 — A\ /X2))(eM® — (A1/X2)e?2®), Ay = (v —k)/2m, Ay = (—v — k)/2m, v% = k? — 4mn

d) (Amortecimento critico) Quando k* = 4mn, ocorre uma situagao chamada de amor-
tecimento critico, sendo este o limite entre o sub e sobre-amortecimento. Obtenha a solucao

particular para este caso.

R: 2(t) = zoe F/2™ 4 (ko /2m)teFt/2m

e) (Oscilagao Forgada) Considere agora que a massa é sujeita a uma for¢a continua apos

a perturbacao inicial. Neste caso, a equacao pode ser dada por:

d2
md—; + kd—f + nx = F cos(wt)

Assumindo que m =n =1, k =0 e w = 2, obtenha a solucao particular para este caso.

R: x(t) = (xg + F/3) cos(t) — (F/3) cos(2t)
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9. Introducao a Transformada de

Laplace

Em andlise matematica, uma transformada é um operador que transforma uma funcao de
um dado dominio (por exemplo, o dominio temporal) para outro dominio. Em muitos casos,
problemas que sao complexos em um dado dominio podem ser facilmente resolvidos em outro
dominio e, ap6s resolvidos, pode-se trazer a solugao de volta para o dominio original.

A transformada de Laplace faz parte de um grupo de transformadas chamadas de Transo-
formadas Integrais. Estas transformadas utilizam o conceito de integral para representar
uma fun¢ao no dominio do tempo f(¢) em outro dominio, normalment chamado de dominio
de frequéncia. Estas transormadas sdo defindas de forma geral como:

to
TI(0) = Flu) = [ K(t.) (0
t1
onde u representa a variavel independete no dominio da frequéncia e K (t,u) ¢ uma funcio
chamada de ntcleo da transformada ou kernel. Dependendo dos limites ¢; e t5 e do kernel
escolhido, obtém-se diferentes transformadas. As mais importantes na engenharia sao as
transformadas de Fourier e de Laplace.

A transformada de Fourier ¢ obtida fazendo t; = —oo, t, = oo e K(t,u) = e*™ ¢ ¢
uma ferramenta indispensavel em diversas areas, como por exemplo na anélise de equacgoes
diferenciais parciais, processamento de sinais e mecanica quantica.

No momento, nosso interesse é avaliar a Transformada de Laplace, que é obtida fazendo
t; =0, ty = 0o e K(t,u) = e*™*. Por conveniéncia, a variavel independente no dominio da
frequéncia (neste caso também chamado de dominio de Laplace) é chamada de s. Assim, a
transformada de Laplace é um operador que transforma uma funcao do dominio do tempo

para do dominio de Laplace:

LLF)} — F(s)
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onde t e s representam a variavel independente no dominio do tempo e de Laplace, respec-
tivamente.

Este operador é definido como:

aﬂsz@zlmfwww

onde f(t) ¢ alguma funcdo que possui integral definida para ¢ > 0. Como visto, a defi-
nicao da transformada envolve uma integral impropria. Antes de prosseguir no estudo da

Transformada de Laplace, serd apresentada uma breve revisao sobre integrais improprias.

9.1. Integrais Impréprias

Integrais improprias sao integrais definidas onde pelo menos um dos limites de integragao
tende ao infinito (tipo 1) ou existe alguma descontinuidade infinita no intervalo de integra-

¢ao (tipo 2). Por exemplo, considere as seguintes integrais improprias do tipo 1 e tipo 2,

)= [ s o) = [ Sy

dp/dt

respectivamente:

400

200

500 1000 1500 2000

—400 |

Para a obtencao da Transformada de Laplace, s6 nos interessam as integrais improprias

do tipo 1, como apresentado a seguir.

9.1.1. Integrais com Intervalos Infinitos

Considere a fungdao f(r) = 1/2? integrada desde 1 até um ponto b qualquer. A integral

representa a area abaixo da curva entre estes dois pontos (S(b)):

b 1
—dr=—— =—-+1
/ T . b+
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Para nenhum valor de b > 1 esta area serd maior que 1. Conforme o valor de ¢ aumenta,

mais a integral se aproxima de 1. Assim:

1
lim S(b)=1lm1——-=1

b—oo b—oo b

Assim, mesmo sendo avaliada em um intervalo infinito, a integral converge para um valor
finito.
O mesmo procedimento pode ser usado para definir integrais improprias com limites infi-

nitos de forma geral como:

/00 flx)dx = bli_>m bf(x)dx

ou

/_; f(z)de = bIEEO /baf(:z:)d:z:

Estas integrais sao convergentes caso os limites existam e divergentes caso os limites nao

existam.

Ezemplo 01: Obtenha a transformada da funcao f(t) = 1.

Substituindo a funcao na definigao da transformada:

£} = / et
0

Considerando que s > 0, esta integral pode ser avaliada como:

[e'e) b
/ e Stdt = lim e Stdt
0

b—o0 0

1 b 1
lim (——e“ > = lim <——(€Sb— 1))
b—o0 S 0 b—o0 S

Neste ponto, para avaliar a integral, deve-se analisar a influéncia do termo s. Se s < 0, o

Resolvendo a integral:

termo —sb serd positivo e ponto, no limite de b — oo a integral ird divergir (ird tender ao
infinito). Assim, caso s < 0, a integral impropria diverge e a transformada nao existe. No

entanto, se s > 0, o termo e~* tende a zero conforme b — oco. Assim, assumindo s > 0:

. 1 —sb _ 1
i (- 0) =

Dessa forma, a transformada da funcao f(¢) = 1 pode ser expressa como:

LU0 = F(s) = - 5> 0
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Ezemplo 02: Obtenha a transformada da fungao f(t) = e.

Substituindo a funcao na definigao da transformada:

00 oo b
L{e™} = / e e dt = / eVt = lim [ e Vit
0 0

b—o0 0

Resolvendo a integral:

(a—s)t

0 a— S

b>: G )

i 1
lim e
b—oo \ a4 — S
Novamente, caso a — s > 0, a integral ird divergir e portando a transformada nao existe.

Considerando entao que s > a, a integral resulta em:

1

S—a

L{e™} =

Ss>a

Observe que caso a = 0 obtém-se a solucao do exemplo anterior.

0.2. Existéncia da Transformada

Para que a transformada de uma funcao f(t¢) exista, é necessario que a integral imprépria
resultante da substituicdo de f(¢) na definicao da transformada seja convergente. Para isso,
é necessario que a fungio f(t) seja continua por partes e “cres¢a” de uma forma mais lenta

que a parte exponencial. Isto pode ser expresso como:
()] < Me™ Vi>0
onde M > 0 e a é algum valor real. Esta relagao também pode ser expressa como:

lim [e=® f(t)] =0

t—o0

Esta condicao é suficiente, mas nao necesséria, para que uma funcao continua por partes

possua possua uma transformada definida para s > a.

Ezxemplo 03: Avalie se as seguintes fungoes possuem transformada de Laplace.

a) f(t) =1

Avaliando o limite, temos que:
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Neste caso, fica claro que o limite tanto do denominador quanto do nominador tende ao

infinito. Assim, pode-se usar a regra de L'Hopital:

ot .2t
lim — = lim
t—oo e t—oo et

Novamente, tem-se uma indeterminacao do tipo co/oo. Aplicando L’Hopital novamente:

2t 2
lim = lim

t—oo ae®  t—oo q2edt

Este limite tende a zero desde que a > 0, portanto, a transformada da funcio t? existe

para s > 0.
b) f(t) ="
Avaliando o limite, temos que:
lim |e~*e"| = lim e~
t—o0 t—o0

Avaliando o limite do expoente:

limt2—atzlimt2<1—%>:oo

t—o00 t—o00

~ . . _ 2 ~ .
Como consequéncia, lim e %et”| = 0o e portanto a transformada nao existe.
’ t—00

9.3. Linearidade da Transformada de Laplace

A transformada de Laplace ¢ um operador linear. Considere duas func¢oes f(¢) e g(t) que

possuem transformada e duas constantes c; e co, a linearidade do operador implica que:

L{crf(t) + cag(t)} = et L{f (1)} + c2L{g(t)}

Esta propriedade ¢ uma consequéncia direta do fato de que a integracao é um opera-
dor linear. No entanto, é uma propriedade essencial para a resolugao de problemas mais

complexos.

—at

Ezemplo 04: Obtenha a transformada da fungio f(t) = cie™+coe™ e utilize o resultado

para obter a transformada das fungoes sinh(at) e cosh(at).

Do exemplo anterior, temos que:

ﬁ{eat} —

s—a
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Assim:

E at —at — E at £ —at = €1 e
{cie” + cee™™} = eiL{e”} + e L{e™™} 5—a+5+a

Considerando que sinh(at) = (e —e~*) /2, pode-se obter esta fungao fazendo-se ¢; = 1/2

e cg = —1/2. Assim:

Lisinh(at)} = 2(31— a 2<31+a) -3 ((S@T)a)_(s(:;)) -3 (szz—aaz) g

Da mesma forma, cosh(at) = (e +e~") /2 pode ser obtido fazendo-se ¢; = 1/2 e ¢y = 1/2:

sy 5 -3 () 3 (ee) -

9.4. Deslocamento na Frequéncia

A defini¢ao da transformada de Laplace da funcao f(t) é dada por:

L)} = Fs) = / et

Considere o caso onde deseja-se obter a transformada de uma fungdo g(t) = e f(t):
Llo) = [ ey = [ eV
0 0

Fazendo s — b = o, temos que:

Assim:

L{c"f(t)} = F(s —b)

Ezemplo 05: Obtenha a transformada da fungao f(t) = e=% cos(3t)

A transformada da funcdo g(t) = cos(3t) é dada por:

S

L{cos(3t)} = G(s) = 2132

Usando o principio do deslocamento de frequéncia, a transformada da funcao f(¢) sera:

(s +2)

e eos(30} =Gl +2) = (- p

= F(s)
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Notas Sobre Expansdao em Fracdes Parciais

A expansao em fragoes parciais é empregada para simplificar a razao entre polindmios

como a soma de termos com denominadores mais simples:

fia) _
(96)_Z

9

fi(x)
gi(x)
Um polinémio g(z) pode ser escrito como a multiplicacdo dos termos (x - raizes). Por

exemplo:

2? —3r — 40 = (2 +5)(x — 8)
Exemplo: Raizes distintas:

r+3 A N B (r—8A+(x+5)B
2 —3x—-40 z+5 -8  (z+5)(z—8)

Deve-se igualar os termos de mesma ordem, de onde se obtém que:

2 11

+ 8A+5 3 — 3 E

Assim:
r+3  2/13  11/13
22—3x—40 x+5 x-—8

Exemplo: Raizes Repetidas: Quando o denominador possui raizes repetidas, pode-se elevar

um dos termos (x-raiz) ao quadrado.

s+1 _é_{_ B N C  A(s+2)+B(s(s+2))+Cs
s(s24+4s+4) s (s+2) (s+2)2 s(s+2)?
_ A(s*44s+4)+ B(s*+2s)+Cs  (A+B)s*+ (4A+2B+C)s +4A
B s(s+2)? B s(s+2)?
de onde se obtém que:
1 1 1
A=-— B=— = -
1 C
O que implica que:
s+1 1 1 1

S(F1dstd) 45 As+2) sty

Exemplo: Raizes Complexas

- Quando o denominador possuir raizes complexas (irredutivel), pode-se manter o termo
que possui as raizes complexas em sua forma original. Neste caso, o nominador deixa de ser
uma constante e passa a ser um polinémio com grau N-1, onde N é o grau do denominador.

Por exemplo:
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s+1 A B Cs+ D

s?(s2 +4s+5) g+§+(s2+43+5)

O termo Cs+ D é empregado pois o denominador deste termo contém duas raizes. Assim:

s+1 s(s? +4s+5)A+ (s> +4s+5)B + s*(Cs + D)

s2(s?2 +4s+5) s2(s%2 4+ 4s+5)

(A+C)s*+ (4A+ B+ D)s* + (bA+4B)s+ 5B
s2(s2 4+ 45+ 5)

De onde se obtém que:

Aer oLt p__ Y

B=1
5 25 25 25

Em muitos casos, para avaliar o termo quadratico no denominador, é preciso escrever o

polindémio de segundo grau g(s) da forma:

g(s)=(s—a)*+b=(s*—2as+a*) +b

Pode-se primeiramente ajustar o termo a e depois avaliar b. Por exemplo:

s +ds+5=(s+2)°+b=s"+4s+4+b

Para que a equacao se igual ao polinémio original, deve-se fazer 4+ = 5 de modo que b = 1.

Assim:

s +4s+5=(s+2)*+1

Exemplo:

(a)Expanda o seguintes termo em fragoes parciais.
3r + 11
a)————
22 —x—6
As raizes do denominador sao:

x1:—2 ZEQZS

Assim, podemos escrever o termo como:

3x+ 11 A B

ﬁ—x—6*x+2+x—3

Tirando o minimo, temos:

A B (x—=3)A+(x+2)B (A+ B)x+ (-3A+2B)

12 7-3 0 @42@-3  (@+2)@-3)
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[gualando com os termos de mesma ordem do nominador:
A+B=3 — A=3-B

-3A+2B =11 — -3(3—-B)+2B=11 - —9+3B+2B =11
— 5B =20 — B=4 — A=-1

Assim:
3z + 11 -1 4

a:2—a:—6_:c—|—2+a:—3

(b) Escreva o seguinte polinomio da forma (z — a)? + b
202 + 63 +8=0 —  2*+3x+4=0 =  (2+3/2°+b=0

- 2’420 +9/4+b=0 —  9/4+b=4 - b=4-9/4=T7/4

Assim:

20% + 61 +8 = (v +3/2)° +7/4

9.5. Transformada de Laplace Inversa

A resolugao de problemas utilizando a transformada de Laplace usualmente envolve uma
etapa onde deve-se trazer a informacao de volta para o dominio do tempo. Neste caso,
conhecendo-se a funcao F(s) deve-se encontrar uma fungao f(¢) tal que L{f(t)} = F(s). A

transformacao inversa é representada como:

LHEF(s)} = f(t)

A maneira mais simples de realizar esta operagao é simplificar F'(s) de maneira algébrica

até se obter funcoes cuja transformada inversa sdo conhecidas (tabeladas).

Ezxemplo 06: Encontre a transformada inversa da funcao:

4s + 10
s2+6s+8

F(s) =

A relacao entre os polindémios pode ser expandida usando-se o conceito de fracoes parciais.

Determinando as raizes do denominador:

—6 + /36 — 32
= 2 :—2 7’2: 2 :—4
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Assim, a expansao ¢ dada como:

4s+10 A N B (s+4)A+(s+2)B
s24+6s+8 s+2 s+4  (s+2)(s+4)

De onde se obtém que:
A+B=4 4A+2B =10 — 4A4+2(4—-A) =10 — 2A =2

de modo que:

Assim:
4s + 10 1 3

s2+63+8:3+2+5+4

Avaliando a transformada inversa dos termos:

EHEE) = E_l{s}ﬂ * s—?—4} B ﬁ_l{siz} +3£_1{5+L4}

Com base na transformada da funcao exponencial, pode-se ver que:

ﬁl{siz}:e% £1{5i4}:e4t

LYHFG)Y=ft)=e? + 3%

De forma que:

Ezxemplo 07 Encontre a transformada inversa da funcao:

2s . 3
s24+25  s2416

F(s) =

Usando a linearidade da transformada, pode-se avaliar a transformada inversa de cada um

dos termos separadamente. O primeiro termo pode ser avaliado como:

ﬁ_l{SQ 31925} B 25_1{ s? —T— 52} = 2cos(5t)

R B L EE B S

Assim:

LHF(s)} = f(t) = 2cos(5t) + Zsin(élt)

Ezemplo 08: Encontre a transformada inversa da funcao:

1
(s —4)°
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A transformada pode ser avaliada como

ﬁ‘l{(s_%p} :ﬁ‘l{%ﬁ}

Usando o principio do deslocamento na frequéncia

1 2! 1
—1 Lot
£ {5(5—4)%1} gt
Ezxemplo 09: Encontre a transformada inversa da funcao:

1

Fls)= —
)= 3513

Avaliando as raizes do denominador, obtém-se raizes complexa 4 4+ 3i. Uma alternativa
neste caso é buscar completar o termo quadrado de forma a deixar o denominador na forma
(s —a)*+b.

A expansdo da funcido quadratica é da forma s? + 2as + a®. Assim, pode-se avaliar o
denominador como:

(s —4)* = 5> —8s+ 16

Para compensar o termo a? = 16, diminui-se este valor da expressao final. Assim:
2 —85+25=(5s—4)—-16+25=(s—4)*+9
Avaliando a transformada:

o) :“{Mﬁ}

Observando a semelhanca com a transformada da fun¢ao seno, podemos escrever a trans-

3 (ears))

Onde pode-se observar a transformada da fun¢ao seno deslocada por a = 4. Assim, a fungao

f(t) sera:

formada como:

() = %e‘“ sin(3t)
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Ezxemplo 10: Obtenha a Transformada de Laplace Inversa das seguintes fungoes:

S
F(s) = ———
NP B W= oa+s
WES) = s—8 s—3
s+2 s2+2s+3
b)F(S):s(SQ—s—H) AF(s) = (s+1)3
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Lista de FExercicios - Introducao a Transformada de Laplace

01) Demonstre a obtengao da transformada de Laplace das seguintes funcoes:
a) f(t)=1—2e2 c) f(t) =t*+t

b) f(t) =t

2) Faca a expansao em fragoes parciais para os seguintes termos. Quando o denominador

possuir raizes complexas, escreva os polinomios de segundo grau da forma (z — a)? + b.

T+ 4 x? T
a) JC(*’I‘?):WZ_4 c) f(:c):ﬁ
b) f(x) = 3% + Tx + 12 A) fz) = r—4

(x +1)(2%2 4 2z +5) (x —2)?

3) Obtenha a transformada de Laplace inversa das seguintes fun¢oes:

20 1
SRV EE D= ey T
R: f(t) = 4e 4 (—1 + &%) R: f(t) =te @

254+ 5
25 + 16 D FE) =55
b) F(s) = 216 R: f(t) = (1/2)e~(1 + 3¢10)
R: f(t) = e 4 4+ 3e*
6) F(s) = s(s+1)
(s+2)(s+3)(s+4)
10 R 1) = (6 — 6’ +)
F =
C) (3) % + \/5 - 4
R: f(t) _ 567:‘,/\/5 h) F(S) = m
R: f(t) = e (1 + 3t)
d) F(s) = ————  atb - 1
T a(s+h) D FE) = et
R: f(t)=e/(b—a)+e"/(a—0D) R: f(t) = (2/V3)e /?sin(v/3t/2)
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10. Resolucao de EDO’s com a

Transformada de Laplace

Uma das principais utilidades da transformada de Laplace é a resolucao de Problemas
de Valor Inicial. Como sera visto a seguir, a aplicacao da transformada em uma equagao
diferencial resulta em uma equacgao algébrica no dominio de Laplace, que pode ser facilmente
resolvida e a solucao transportada de volta para o dominio do tempo. Esta abordagem
pode ser aplicada para a resolugao de PVI’s de qualquer ordem, desde que sejam lineares
e com coeficientes constantes. Além disso, a Transformada de Laplace é uma das melhores
maneiras de avaliar problemas envolvendo forcamentos descontinuos, ou seja, quando o termo
nao-homogéneo é dado por uma fun¢ao descontinua.

A ideia geral da resolu¢ao de PVI’s com o uso da Transformada de Laplace é ilustrada no

esquema a seguir.

Time Laplace
domain domain
5 Step 1
I ODIE Take L?place
nitia transform
conditicns 2 (Yable 3.1)
Step 2
Salve If\?r ]
I~ (s
Yis)==—=
% == Ds)
i
i
' |
H Step 3
i Factor IX{s),
1 perform partial
: fraction expansion
1
|
¥
Step 4
Solution __ Take inverse Figure 3.2 The general procedure for solving an
@ Laplace transform ordinary differential equation using Laplace
(Table 3.1) transforms.
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A primeira etapa da resolucao consiste em aplicada a transformada na equacao diferencial,
ou seja, deve-se avaliar a transformada do operador diferencial. De forma semelhante, pode-
se também avaliar a transformada do operador integral. Por isso, a Transformada de Laplace
também pode ser utilizada para a resolugao de equacoes integro-diferenciais, que sao equacgoes
diferenciais que envolvem também a integral das variaveis em algum intervalo. A seguir sera

apresentado como a transformada destes operadores é obtida.

10.1. Transformada de Derivadas e Integrais

Avaliando a transformada da derivada de uma funcdo f(t), temos que:
L(rwy = [ et
0
Resolvendo a integral por partes, podemos definir:
u=e — U = —se” v=f(t) — V' =f(¥)

De modo que:
/0 e ({)dt = e~ f(t))o - /0 —se~Stf(t)dt
- e_Stf(t)‘Zo + 3/0 e " f(t)dt

Observe que a integral é a propria definicdo de L£{f(¢)}. Considerando o critério para
existéncia da transformada, temos que o limite do primeiro termo avaliado no infinito deve

ser zero. Assim:
L{f'(t)} = sF(s) — f(0)
Para avaliar derivadas de maior ordem, pode-se aplicar a propria definicdo anterior:

L{f")} = sL{S'(0)} = £(0)

Como a transformada da derivada primeira de f(t) foi obtida anteriormente:

L{f"(1)} = s(sF(s) = £(0)) = f'(0) = s*F(s) = sf(0) — f'(0)
Pode-se continuar aplicando este conceito para avaliar a derivada de qualquer ordem:

s”_Q% - = "
dt 1+=0 ditn—1 =0

c{ OO~ ey - 10) -
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No caso de integrais, a transformada da integral de uma fungao f(t) avaliada entre 0 e t,

c{ /Otf(t)dt} - /OOO (/Utf(t)dt) e~tdt

Avaliando a integral por partes, temos que:

é dada por:

De modo que a integral pode ser avaliada como:

/OOO (/Ot f(t)dt) e~tdt = —% [/Ot f(t)dt(e_“)}:) + % /OOO et

Considerando que a func¢ao f(t) satisfaz o critério para existéncia da transformada (taxa
de crescimento menor que exponencial), o primeiro termo tende a zero conforme ¢ tende ao

infinito. A integral no segundo termo é a propria defini¢do da transformada de f(¢). Assim:

e /Otf(t)dt} - éF(s)

10.1.1. Resolucao de Problemas de Valor Inicial

O emprego da transformada de Laplace em diferenciais retorna expressoes algébricas, o
que significa que equagodes diferenciais podem ser transformadas em equagoes algébricas.

Ezxemplo 01: Obtenha a solucao do seguinte PVI utilizando a transformada de Laplace:

d
5d—?z+4y:2 y(0)=1  y(0)=1

Considerando a linearidade da transformada de Laplace, pode-se avaliar cada um dos

termos separadamente:

55{%} CAL{y) =201}

Definindo L£{y(t)} = Y (s), temos que:

2
5(sY (s) = y(0)) +4(Y(s)) = -
Considerando a condicao inicial y(0) = 1, pode-se isolar a funcdo Y'(s) como:

9 24 5s
Bs+ () =245 = V) ==
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Par deixar todos os termos na forma (s+a), pode-se dividir o numerador e o denominador

por 5:
- 2/5+s
(s) = s(s+4/5)

Este termo pode ser expandido em fracoes parciais da forma:

2/5+s A B (s+4/5)A+ sB

s(s+4/5) s  s+4/5  s(s+4/5)
de onde se obtém que 4/5A4 = 2/5, o que implica que A =1/2 e A+ B =1, de modo que

B =1/2. Assim:
2545 11 1 1

S(s+4/5) 25 2(s+4/5)

Como se deseja obter a funcado y(¢), aplica-se a transformada inversa em Y'(s):

y(t) =LY (s)} = %ﬁ_l{é} T %ﬁ_l{m}

Com isso, temos que:

Ezemplo 02: Obtenha a solucao do seguinte PVI utilizando a transformada de Laplace:

Py dy
A AN, Py —1
Tn g =0 y(0)

dy

- =y'(0)=0

t=0

Considerando a linearidade da transformada, pode-se avaliar cada termo separadamente:

e{ 2} () -2ctm -0

De modo que:

(s*Y (s) = sy(0) = '(0)) — (sY'(s) — y(0)) = 2Y'(s) =0
Separando os termos:
(s —s = 2)Y(s) + (1 = 5)y(0) —y/(0) =0
Isolando a funcao Y (s):

y'(0) + (s = Dy(0)
$2—s5—2

Y(s) =
Considerando as condigoes iniciais conhecidas:

s—1
52 —s5—2

Y(s) =
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Avaliando por fragoes parciais:

s—1 A N B A(s+1)+ B(s—2)
s2—5—-2 s5-2 s+1  (s+1)(s—2)

de onde se obtém que A =1/3 e B =2/3. Assim:

s—1 1 2
Y == =
o) = 273629 T3+

Avaliando a inversa desta fun¢do, obtém-se a funcio y(t) desejada:

0= =4+ 3

Exemplo 03: Obtenha a solucao particular do seguinte PVI utilizando a transformada

de Laplace:
d*y
_lt?_y:t y(0) =1

dy

—4/(0) =1
7 y'(0)

t=0

Avaliando a transformada de cada um dos termos:

2

c{G}-elo} -0

= (¥ (5) — s(0) ~ ¥/ (0)) = ¥(s) = 5
Isolando a funcao Y(s):
(= 1Y (s) = sy(0) +5/(0) + 5

Considerando as condigoes iniciais, a expressao pode ser avaliada como:

CsHlHl? s ! .
Y(S)— (82—1) - (82—1) + (52_1) _'_52(32_1)

Os dois primeiros termos podem ser facilmente identificados como a transformada das
fungoes cosh(t) e sinh(t). O ultimo termo pode ser avaliado através da expansao em fragoes
parciais:

1 A B (s* —1)A + Bs?

2(s2—1) 2 $2-1  s2(s2—1)

De onde se obtém que A=1e A— B =0 de modo que B = 1. Assim:

1 1 1

s?(s2—1) 2 * s?—1

Assim, temos que:




Avaliando a transformada inversa de cada um dos termos:

LY (9)) = y{t) = cosh(r) + 2sinh(t) + £ = e — Ze 4t

Ezxemplo 04: Obtenha a solugao particular do seguinte PVI utilizando a transformada

de Laplace:

Py L dy dy
2—2 43— — 2y =te % = —=
gz g Tt y0) =0

Avaliando a transformada de cada um dos termos:

25{%} + SL{%} — 2£{y} = L{te™}
= 2(s*Y (s) — sy(0) — y'(0)) + 3(sY (s) — y(0)) — 2Y (s) = (s _: 2)2
Considerando que y(0) = 0 e que y'(0) = —2:
) B 1

25°Y(s) +4 4+ 3sY (s) —2Y(s) = (s +2)?

Juntando os termos:
2 — 2, 3 !
(252 + 35— 2)V(s) + 4 =2 <s + 55— 1) Vi) +iop

As rafzes do polinomio de 2° grau sdo s; = —2 e 53 = 1/2, de modo que 2(s*+3s/2—2) =
2(s+2)(s—1/2)

Isolando a funcao Y (s):

1 4 1 4

Y = o G- 126127 26126 1/2) 25— /D128 2As 1 25— 1/2)

Antes de aplicar a decomposicao em fracoes parciais, pode-se juntar os dois termos:

1—4(s+2)?  1—-4(s°+4s+4) —4s*—165—15

YO T 26+ T - 126+ D 25— 125+ 2)

Este termo pode entao ser avaliado como fragoes parciais:

Vis) — —4s%> — 16s — 15 B A B C D
= o6 @D 659 612 1o

Avaliando o MMC:

A(s+2)*+B(2s—1)(s+2)*+C(2s —1)(s+2) + D(2s — 1)

Yis) = (25— 1)(s + 2)°
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Fazendo a expansao e juntando os termos de mesma ordem:
Y(s) = (A+2B)s* + (6A+ 7B 4 20)s* + (12A + 4B + 3C +2D)s + (84 — 4B — 2C — D)
[gualando os termos de mesma ordem, obtém-se 4 equacoes:

A+2B=0 — B=-A/2

6A+7B+2C = —4 — 6A—;A—|—2C’:—4 — C’:—ZA—2

3
12A+4B +3C +2D = —16 — 12A—2A—|—3(—1A—2>+2D:—16

15A 25A 25
10A—?T—6+2D:—16 — — +2D = -10 — D=—-——A-5

25A
8A—4B—-2C - D = —-15 — 8A+2A—2(—2A—2)+%+5:—15
10A—|—5A—|—25A* 24 — 1254 _ 24 — A*—192
2 8 8 125
Com isso, pode-se determinar as demais constantes:
96 2 1
= — e — D [——
125 ¢ 25 5
Assim, temo que:
192 96 2 1

Yis) = T1B2(s—1/2)  125(s+2)  25(s 12  5(s 1 2)°

O que também pode se escrito como:

| 96 96 10 25
Y(s) =158 (‘<5_ 72 (5+2) (s+27 <s+2>3>

Agora, a transformada inversa de cada termo pode ser determinada:
8
1 —t/2 2t o 250 o
- 1
y(t) 15 < 96e + 96e Ote 5 t°e
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Ezxemplo 05: Obtenha a solu¢ao dos seguintes PVI utilizando a transformada de Laplace:

a)cji—t—i-?)y—et y(0) =0
b) y"(t) +5y'(t) +4y(t) = 0 y(0)=2 ¢ (0)=1
o) y'(t)+y'(t) +2y(t) =0 y(0)=0  y(0)=3
d) y"(t) +4y'(t) + 4y(t) = e y(0)=0 4 (0)=0
e)y'(t) + /2 = 17sin(2t) y(0) = —1

10.2. Convolucao

Devido a linearidade da transformada de Laplace, sabe-se que {f(t) + g(¢t)} = L{f(¢)} +

{g(t)}. No caso da multiplicagao de duas fungoes f(t) e g(t), no entanto, ndo ocorre a mesma

relacao. Assim:

L{(fB)g)} # LLF)Lg(t)}

O produto da transformada de duas funcgoes é, na verdade, igual & transformada da con-

volucao destas duas funcgoes:

L{FO3L{g(@)} = L{(f * 9)(D)}

A convolugao entre as fungoes f(t) e g(t) é definida como:

h(t) = (f % g)(t /ft—T dT—/f g(t —7)d

Teorema: Se duas fungées F'(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} existem para s > a > 0,

entao:

H(s) = F(s)G(s) = L{h(t)}

onde

Bt) = (f * g)(t /ft—T
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Ezxzemplo 06: Usando a propriedade da convolucao, encontre a transformada inversa de:

Fazendo:
1 1
G(s) = —

(s —a) s

F(s) =
temos que H(s) = F(s)G(s). As transformadas inversas de F(s) e G(s) sao facilmente

obtidas:
E_l{F(s)} = % E_l{G(s)} =1

Definindo f(7) = e°" e g(t — 7) = 1 e considerando a propriedade da convolugao:

t 1 . .
h(’f)z(f*g)(t):e“t*lzf e 1dr = =] =
0

a 0o a
Assim:

L)} = hit) = (e 1)

10.2.1. Propriedades da Convolucao

A convolucao mantém muitas das propriedades da multiplicacao normal. Por exemplo:
- Comutatividade: fxg=gx* f

- Distributividade: f* (g1 +¢g2) = f*g1+ f * g2

- Associatividade: (f*g)«h= fx*(gxh)

No entanto, algumas propriedades nao sao mantidas. Por exemplo, f 1 #£ f:

f*1:/0tf(t—7)-1d¢=/0tf(t—7)d7

Por exemplo, fazendo f(t) = cos(t):

fxl=cos(t)*1= /t cos(t — T)dr
0

A integral pode ser facilmente resolvida através de uma mudanga de variavel ¢t — 7 = w:

::Z = —sin(0) + sin(¢) = sin(t)

tcos(t —7)dT = —sin(t — 1)
J

Ezxzemplo 07: Encontre a transformada inversa de:

a

0= oo va)
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A fun¢ao H(s) pode ser escrita como:
H(s) = FOGs)  Fls)=— G = o
s) = F(s)G(s 5) = — §) = —
5?2 + a?
onde as transformadas inversas de F(s) e G(s) sao conhecidas:
LHF(s)}=ft)=t  LH{G(s)} = g(t) = sin(at)
Para avaliar h(t), usa-se a propriedade da convolugao:

h(t) = (f % g)(t) = /0 t(t — 7)sin(ar)dr = /0 ttsin(aT)dT - /0 ' sin(ar)dr

Considerando que:

t t T=t t
/ tsin(at)dr = —— cos(ar) = ——(cos(at) — 1)
0 a =0 a
A integral do segundo termo pode ser avaliada por partes, definindo:
, , , cos(ar)
Uu=rT — W=7 =1 v' = sin(ar) — V= —
a

de modo que:
T cos(ar)

T=t t
n / cos(ar) ir
TIO 0 a/

T=t (t cos(at)) (Sin(at) )
+ 2
7=0 a a
Juntando os termos:

ny = Leost@d) |t (M) - (sin(at)) ot (sin(@t)>

a a a a?

[ rsitaryir — -
:_wam>+mmﬂ

a

Ezxzemplo 08: Encontre a solugao do PVI:

d*y dy
— 4+ 4y =g(t 0)=3 — =-1
onde ¢(t) é uma fungao qualquer.
Avaliando a transformada da equacao diferencial, temos:
(s*Y (s) — sy(0) — y/'(0)) + 4Y(s) = G(S)
Empregando as condigbes iniciais e isolando Y'(s):
3s — 1+ G(s) s 1 2 1 2
Y = — E— _ G
(5) s2+4 244 282+4+282—|—4 (5)
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Avaliando a inversa de cada um dos termos:

y(t) = 3 cos(2t) — %sin(?t) + %ﬁ‘l{ S i 4G(s)}

Para avaliar a inversa do tltimo termo, pode-se empregar o conceito de convolucao:

y(t) = 3 cos(2t) — %sin(Zt) + % /0 sin(27)g(t — 7)dr

10.3. Funcdes de Transferéncia !

As funcoes de transferéncia sao funcoes utilizadas para representar qual a relacao entre
a saida e a entrada de um sistema, ou seja, como um sistema vai responder quando sofre
alguma perturbacao.

A representagao da saida/entrada do sistema em uma (ou varias) equagoes diferenciais vai
depender de cada caso, mas usualmente a saida ¢ a propria variavel dependente (solugao da
equagao) e a entrada sdo os termos nao-homogéneos da equagao.

Considere a seguinte EDO linear de segunda ordem nao-homogénea e as condi¢oes iniciais

associadas:

dy /
— =y (0)=K

dt li—o y'(0) 1

onde a e b sao constantes. Este tipo de equacdo surge em diversos sistemas fisicos, onde
r(t) representa uma entrada (forga motriz) aplicada ao sistema e a fungao y(t) é a saida
(resposta) obtida.

Por exemplo, para um circuito RLC:

2Q  dQ 1
L+ Ro2 + 5Q = B(1)

o termo F(t) representa uma forga aplicada ao sistema (entrada) e a solugao Q(t) representa
como a carga elétrica (saida) vai responder a esta entrada.

Avaliando a transformada de Laplace da EDQO, temos que:
(s*Y(s) — sy(0) — /(0)) + a(sY(s) — y(0)) +bY (s) = R(s)
Agrupando os termos semelhantes:

(s* +as + b)Y (s) = (s +a)y(0) + /' (0) + R(s)

IEsta secdo é opcional
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O inverso do termo multiplicando Y (s), definido como:

1
G(s) = ———
() s>+ as+b
é conhecido como fun¢ao de transferéncia. Este termo nao tem relacao nem com as condigoes
iniciais nem com a parte nao-homogénea.

Com isso, a equacao pode ser escrita como:
Y(s) = G(s)I(s) + G(s)R(s) I(s) = (s + a)y(0) +4'(0)

Em muitos casos, as condigoes inicias sdo y(0) = 3/(0) = 0, de modo que I(s) = 0:

Y(s)

Y (s) = G(s)R(s) — G(s) = R(s)

ou seja, a fungdo G(s) representa a relacao entre a transformada da saida e da entrada,

indicando como uma modifica¢ao na entrada é transferida para a saida.

Exemplo: Considere um reator de volume V' onde é alimentada uma vazao F' contendo
uma concentragdo Cy o = Cao(t) de um reagente A que reage a uma taxa kCy (k < 0). Ao

mesmo tempo, uma vazao F' da mistura é removida. Na saida do reator, a concentracao de

A6 Cy=Cult).

F. C‘ﬂ-u
L'
F.C A
S
A variacao na concentracao de A é dada por:
ac'
vd—tA + F(Cp— Cap) 4+ kCy =0
A equacao pode ser reescrita como:
ac'
Vd_tA + (F+k)Cy=FCyy

Dividindo todos os termos por F' + k:

Vo dC, F
(F+k:) @ 0= oG
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Definindo:

V F
—_— —_— = K
F+k F+k °
A equacao passa a ser dada por:
dC
Tod—tA + OA == KpCA,O

Avaliando a T.L. da funcao:
To(sCa(s) — Ca(0)) + Cals) = KpCao(s)

Considerando que inicialmente ndo havia reagente no reator, C'4(0) = 0 e a equagao pode

ser reescrita como:

Ca(s) K,
Gls) = C’:O(s) B Tos + 1

Assim, a saida (concentragao na saida) pode ser relacionada com a entrada (concentragao

na entrada) como:

Ca(s) = G(s)Cap(s)

C_A06s)— Gs) |—>c As)

F(s) system ¥(s)
————— ——
input signal H(s) output signal

Block diagram describing the system in the s—domain

10.3.1. Ganho da Funcdo de Transferéncia

O ganho de uma F.T. é definido como a relagao entre a saida e a entrada no estado
estacionario (apés um longo periodo de tempo). Assim, o ganho representa como os pon-
tos de equilibrio variam em funcao de uma perturbacao na entrada. O ganho é calculado

diretamente fazendo s = 0.

Exemplo: Determine o ganho para a funcao de transferéncia do exemplo anterior.

A funcao de transferéncia é dada por

o CA(S) o K,
G(S) n CAD(S) n T0S —+ 1
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Fazendo s = 0:
G(s) = K, — Ca(0) = K,C4,(0)
Ou seja, no estado estacionério, a relacao entre uma perturbacao na entrada e a resposta

na safda é K.

A solugao da EDO que descreve a variagao de C(t) é:
Ca(t) = Cao(t)Kp(1 —e7/7)
Assim, conforme ¢ — oo, temos que:
Ca(t) = CaoKp

Se, por exemplo, a concentracao de A na entrada for duplicada, apés um tempo suficiente-

mente grande a concentragao de A na saida ird aumentar em um fator 2Kp.

10.3.2. Polos e Zeros da FT

Uma FT G(s) qualquer pode ser escrita como:

6= 1

As raizes de a(s) (valores onde G(s) = 0) sdo chamados de zeros da FT, enquanto que as
raizes de b(s) (valores onde G(s) — o0) sao chamados de polos da FT.

Pode-se determinar o comportamento dindmico de um sistema com base nos sinais das
partes reais e imaginarias dos poélos e zeros da FT.

Os polos e os zeros sao propriedades da FT e como consequéncia das equagoes que descre-
vem um sistema. Em conjunto com o ganho, eles caracterizam completamente as equagoes

diferenciais e fornecem um descricao completa do sistema.

Exemplo Determine os polos e zeros da FT:

K
G(s) = L
() Ts+1
Esta funcao pode ser escrita como:
K, a(s)
G<S>:7’S—i1:TS) — a(s) = K, b(s) =1s+1

A fun¢do a(s) nao possui nenhuma raiz, portanto a FT nao possui zeros. A fungio b(s) é

de primeira ordem com raiz s = —1/7, sendo este um polo da FT.
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Lista de FExercicios - Resolugcao de EDO’s com Transformada de Laplace

1) Resolva os seguintes Problemas de Valor Inicial utilizando a transformada de Laplace:
dy L

= — 0)=5
a) = +y=c'  y(0)

R:y(t)=(t+5)et

d?y dy
—2 3y = -1 2 =
b) gz ~ 2 =0 w(0) dt li=o
R:y(t) = —3/2¢et + 3/de™t + T/4e3!
d? &y dy
- — — 2 —_— —=
) 72 5dt +oy=0 " y(0) dt li=o
R: ( ) =9e 2 — 7e73¢
By Py dy &y
6= 4112 p by =1 2| =) —y0)=0
)dt3 oty T 72 o~ Ao Y0
R:y(t) =1/6—1/2e "t +1/2e72 — 1 /63
dy
)%+3y—0 y(0) =2
R:y(t) = 2e3
d*y dy dy
)dt2—4dt+4y_0 y(0) =2 % 1
R: y(t) = 22" — 3te?!
dy
— — 2y = 0)=-5
g) o —2y= y(0)
R: y(t) = 3 — 6e?t
Py dy dy
h) =2 — 2~ 4 5y =0 0)=-1 =2 =
Ve " 2u Tt y(0) dt li=o
R: y(t) = e!(4sin(2t) — cos(2t))
d?y dy dy
-J 7 49 - -7 -
)G Py T y(0) =0 2.,

R:y(t)=e 2 —e - te?
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2) Use o conceito de convolugao para obter a transformada inversa das seguintes fun¢oes:

a) F(s) = “8;_1) c) F(s) = m
1 5
b) F(S) - m d) F(S) = (82 + 1)(82 +25)

3) Resolug¢do de sistemas de EDQ’s: Da mesma forma que a aplicacdo da Trans-
formada de Laplace em uma EDO linear com coeficientes constantes transforma a equacao
em uma relacao algébrica, pode-se aplicar a transformada em um sistema de EDQO’s para se

obter um sistema algébrico, que pode entao ser resolvido. Considere o seguinte sistema de
PVDs:

d

d—f:2x—3y 2(0) =8
dy

2 -9 =
i A y(0) =3

a) Aplique a Transformada de Laplace neste sistema e resolva o sistema algébrico resultante

para obter expressoes para X (s) e Y(s);
b) Obtenha a solugao do sistema de equagoes diferenciais;

R:z(t) =5e ! + 3e* y(t) = 5e=t — 2eH
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11. EDO’s com Forcamentos

Descontinuos

11.1. Funcao Degrau e Deslocamento no Tempo

Uma das principais vantagens da utilizacao da transformada de Laplace na modelagem
de processos é a facilidade em operar com funcoes descontinuas. Como a transformada é
definida em termos de uma integral, é possivel expressar a transformada de Laplace de uma

fungao ¢(t) que contém uma descontinuidade em ¢ = a como:

}’(0—0) ————————————— /7?

va+0) f——— |
i S

|
0 a t

FIGURE 7.1 A discontinuous function g(1).

a—e€ o

L{g(t)} =lim e *g(t)dt + lim e g(t)dt
=0 J, 6—0 a+6

Dentre as funcgoes descontinuas mais importantes nas engenharias, pode-se destacar a

funcao degrau ou funcao de Heaviside. Esta funcao é definida como:

0 t<e

1 t>c¢

Esta fun¢do funciona como um “interruptor” (liga/desliga). Pode-se usar fungoes degrau

também para descrever funcoes que possuem valores 0 ou 1 em intervalos finitos, conforme
apresentado no grafico a seguir:
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FIG. 6.3.1 Grifico de y = u(f).

1 R

|
n 3r t

Y S

i
I
|
|
]
x
FIG. 6.3.3 Gréfico de y = u (1) — u,,(1).

Esta funcao pode ser modelada como:

y(t) = ux(t) — uax(t)

Pode-se empregar este tipo de fungao para “ativar” uma determinada func¢ao f(¢) somente

dentro de um intervalo especifico.

11.1.1. Deslocamento no Tempo

Em muitos processos fisicos, a funcao que descreve as varidveis pode ser deslocada no
tempo, conforme apresentado no grafico a seguir. Neste caso, nao ocorre uma ativagao/desativagao
da fungao, mas sim um deslocamento de toda a fungdo. Considerando que a fungao f(t) de-

finida em um intervalo [0, 00) seja deslocada por um valor ¢, a func¢ao deslocada corresponde

a f(t—c).

f(Ouc(t)
T(t-c) /

121



Como a funcio f(t) era definida a partir de zero, a fun¢do f(t —c) vai ser definida a partir
de t = c. No entanto, em muitas aplicacoes que envolvem integral, como por exemplo para
determinar a Transformada de Laplace, deve-se conhecer a funcao a partir de t = 0. Para
contornar este problema, pode-se supor que a fungao f(t — c) seja igual a zero no intervalo
de t =0 até t = ¢, de modo que a area embaixo da curva (integral) seja nula.

Assim, considerando que a fungao f(t — ¢) deve igual a zero para t < ¢, pode-se usar a

funcao degrau ativar a funcdo somente em ¢ = c¢. Pode-se representar a curva deslocada f(t)

valida no intervalo [0, 00) como:

F@) = uc(t) f(t —c)

Avaliando a transformada de Laplace desta funcao, temos que:

LU0} = Llud)f(t - o)} = / " et (0)(t — )dt

Para valores de t < ¢, a fungao vale zero, de modo que a integral (4rea abaixo da curva)

pode ser avaliada a partir de ¢t = c:

Ll f(t— o)} = / et (1) f(t — o)t

Neste caso, a fungao u.(t) serd igual a 1 em todo o intervalo de integracao. Para resolver

a integral, pode-se realizar a seguinte mudanga de variaveis:
r=t—c — dr = dt

Quando t = ¢, z = 0, de modo que a integral pode ser avaliada como:
t=o00 T=00
/ e Su(t) f(t — c)dt = / e+ f(2)dx
t=c =0

ou ainda:

= /::OO e e f(x)dr = e /I:OO e f(x)dz

=0 =0
A integral corresponde exatamente a definicao da transformada da funcao nao-deslocada

f(t), de modo que:

L{f()} = e F(s)
Considerando a mudanca de variavel empregada:
L{uc(t)f(t —c)} = e F(s)

Este procedimento é conhecido como deslocamento no tempo.
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Resumo:

- Deslocamento na frequéncia:

L{c"f(t)} = F(s = b)

- Deslocamento no tempo:

L{uc(t)f(t =)} = e F(s)

Ezxemplo 01: Obtenha a transformada de Laplace da seguinte funcao:
f(t) = ug(t)sin(t — )

Considerando o principio de deslocamento no tempo, a transformada desta funcao seréa

—TS

igual a:
—s . —s 1 €
LYWy = e Lisin(t)} = e -7 = 57

Ezemplo 02: Encontre a transformada inversa da seguinte funcgao:

e~ s 6_28 6—35

F(s) =
(s) 82+7T2+82+7T2+(8+2)2

Considerando a linearidade da transformada, cada um dos termos pode ser avaliado sepa-
radamente. Com a exce¢ao da parte exponencial, o primeiro e o segundo termo correspondem

a transformada da funcao (1/7)sin(nt). Usando o principio do deslocamento no tempo, o

primeiro termo é avaliado como:
1

e s s S

Da mesma forma, o segundo termo é avaliado com:

E’l{ ™ } = £1{62Sl i } = %Sin(mf)ug(zﬁ)

52 4 72 T 82+ 72

Desconsiderando a parte exponencial, o terceiro termo pode ser avaliado como:

R (e
(s +2)2
Este termo pode ser avaliado como a transformada de f(t) = ¢ com um deslocamento na

frequéncia de —2. Entao, temos que:



Considerando agora o principio do deslocamento no tempo, o terceiro termo completo

resulta em:
—st

S fe ) B CIEE Ca

Assim, a transformada inversa da fungao F'(s) sera:

LTHF(s)} = %Sin(ﬂt)ul(t) + % sin(mt)us (t) + us(£)(t — 3)e 23

Ezemplo 03: Encontre a transformada inversa da seguinte fungao:

s — 6—25

G(S)282+2$+5

11.2. Funcao Delta de Dirac

Outro exemplo de fun¢do descontinua muito utilizada na modelagem de fenémenos fisicos
é a funcao delta de Dirac, também chamada de funcao impulso. Esta funcao é empregada
para descrever forcas de moédulo grande que agem por pequenos intervalos de tempo.

Considere uma equacao da forma:

onde g(t) representa uma forga aplicada em um intervalo ¢ — 7 < t < ¢+ 7 e é zero para
os demais valores de t.

A integral I(t), definida como:

representa o impulso causado pela for¢a dentro do intervalo (¢ — 7,¢+ 7). Como a fungao é

nula fora deste intervalo, a integral pode também ser avaliada como:

0= g

o0

Em particular, considere ¢(t) definida como:

1/27 c—T<t<c+H+rT

0 t<c—Tout>c+rT

124



A integral resulta em:

c+T1
I(t):/ (1/27)dt=%(c+7—(c—7)):1

Avaliando o limite 7 —= 0

0 t=+0
lim g(t) = ’

t—0

00 t=0
A funcao delta de Dirac (d(t)) é obtida avaliando a integral no limite 7 — 0, sendo que,

por definigao, neste caso I(t) = 1. Dessa forma, §(t) é definida como:

dt—c)=0 t#c

/ it —c)d

Nenhuma funcao comum satisfaz estas condicoes, sendo por isso definida a funcao delta
de Dirac. Fisicamente, esta funcao representa um impulso aplicado em ¢ = c.
Para avaliar a transformada de Laplace da fun¢ao §(t — ¢), podemos considerar que:

d(t —c) =limd,(t —c)

T—0

De modo que:

£{o(t - o)} = lim £{d,(t — )}

Como d,(t — ¢) é diferente de zero apenas no intervalo ¢ — 7 até ¢ + 7, temos que:
00 c+7
L{d.(t—c)} = / e *td (t — c)dt = / e *td,(t — c)dt
0 c—T
Substituindo a defini¢do de d.(t — ¢):

1 [T 1 t=c+7 1
L{d.(t —c)} = Z/ e tdt = ———e =—e e —e7)

_r 2sT t=c—1 28T

O resultado acima pode também ser expresso como:

sinh(s7) -

L{d(t —c)} =

ST

De modo que:

L{6(t —c)} = lim {sinh 876_86}

T—0 ST
O limite gera uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando L’Hoépital:

L{6(t —c)} = lim {we_“} =e

T—0 S
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Esta equacao define a transformada para (¢ — ¢) para qualquer valor de ¢ty > 0. Avaliando
o limite quando t — ¢, temos:

L{6(t)} = lir% e =1

Em muitos casos, a funcao Delta de Dirac aparece multiplicada por outra fungao que
define a natureza do impulso. Como 6(t — ¢) é diferente de zero somente em algum valor de
t = ¢, o produto f(t)d(t — ¢) representa um impulso de intensidade f(c) em t = c.

A transformada do produto f(¢)d(t — ¢) ¢ dada por:
LU=} = [ e (0o -
Como este termo s6 é diferente de zero em ¢t = ¢, temos que:
LU=} = [ e - ot
Como e~*¢f(c) representa um valor constante no dominio do tempo:
LU=} = e f(e) [ o= lat

Como a integral de 0(t — ¢)dt é definida como 1:

LIt =)} = e f(c)

11.3. EDO’s com Forcamentos Descontinuos

Em muitos casos, o termo nao-homogéneo das equagoes diferenciais (r(t)) é dado por
uma funcao descontinua, sendo neste caso a transformada de Laplace um dos métodos mais
adequados para a analise do problema.

Ezxzemplo 04: Resolva o seguinte PVI:

1 5>t<20
Py dy dy
2—2 4+ 2 4 2y =r(t t) = _ @91 -
a T t=rt) () <0 0>t<5 y0 =0 —| =0
t>20

\

A parte nao-homogénea representa uma fun¢ao degrau unitario entre 5 e 20 e nula para

os demais valores. Em termos da funcao degrau, esta funcao pode ser expressa como:

T(t) = U5<t> — Ugo(t)
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Conforme visto anteriormente, a transformada desta fun¢do pode ser dada como (consi-

derando f(t) = 1):

6*58 67205

L{r(t)} =

Avaliando também a transformada da parte homogénea:

S S

—bs 6—205

S S

e
2(s°Y (s) = sy(0) — 4/ (0)) + (sY (s) — y(0)) +2Y (s) =
Usando as condicoes iniciais e agrupando os termos semelhantes, temos que:

6—55 + 6_208

Y(s)(28* +s5+2) =
S
De modo que:

1
- 5(2s2+5+2)

6755 + 67203

Yis) = 5(2s2 4+ s+ 2)

= H(s)e ™™ + H(s)e 2" H(s)

Considerando que L7*{H(s)} = h(t) e utilizando o principio de deslocamento no tempo,
temos que:

y(t) = us(t)h(t — 5) — ugo(t)h(t — 20)

Para determinar o formato da funcdo f(t), temos que avaliar a inversa de H(s). Para isso,

pode-se expandir a funcao em fracoes parciais:

A Bs+C (2s* + s+ 2)A+ (Bs+C)s

H = — =
(s) s+252+s+2 5(2s2 4+ s+ 2)

de onde se obtém que A =1/2, C = —-1/2 ¢ B = —1. Assim:

1 s+1/2

H(s)=————
() 25 282+ s+2
O primeiro termo pode ser facilmente avaliado. Para analisar o segundo termo, pode-se

dividir os termos por 2 e completar o quadrado no denominador:

s+1/2 1/2(s+1/2) 1/2(s+1/2)
252 +s5+2  s2+5/2+1  (s+1/4)2+1-1/16

ou ainda:

1 (s+1/4)+1/4 _1( (s+1/4) 1 V/15/16 )

T 2(s+1/42+15/16 2 \ (s+1/4)24+15/16 ' /15 (s + 1/4)% + 15/16

O primeiro termo pode ser visto como a transformada da funcao cosseno e o segundo
termo da fungao sendo deslocadas por 1/4 na frequéncia. Assim:

(s — 1( (s+1/4) 1 /15716 )

T 25 2\ (s+1/42+15/16 " /5 (s + 1/4)? + 15/16
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LHHE) =hO) =5 - 5 (/ (Vft) b (@))

Ezxemplo 05: Encontre a solucao do Problema de Valor Inicial:
2

d*y dy dy
2—2 4+ L 42y =6(t—4 = —=
Tt T (t—4) y0)=0 I

t=0

Aplicando a transformada de Laplace na equacao:
2(s*Y (s) = sy(0) = ¢/(0)) + (sY (s) — y(0)) +2Y(s) = e™*

Usando as condicoes iniciais e agrupando os termos:
(25° +54+2)Y(s) = e % — Y(s)

Dividindo o numerador e o denominador por 2:
—4s 1
2 s24+s/2+1

Y(s) =

Completando o quadrado no denominador, temos:

e4s 1 et 4 V15/4

Y = o Gy AR T 15/16 2 ViS (s - 1/A)2 + 15/16)

Considerando que:

. V15/4
£ {(s—l— 1/2% + 15/16

} = h(t) = sin(v/15t/4)e "t/

A funcao exponencial no dominio de Laplace, resulta em um deslocamento no tempo.

Assim:
2
LHY(5)} = y(t) = ——=us(t)h(t — 4
(¥ ()} = 5(t) = Z=ua(htt - )
ou ainda:
2
y(t) = \/_1—5“4(16)6’“’4)/4 sin(V15(t — 4)/4)
Considerando as propriedades da funcao degrau, este resultado pode ser expresso como:
0 t<4
V15 4 h

Ezemplo 06) Obtenha a solu¢ao dos seguintes PVI’s
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Lista de FExercicios - EDQO’s com For¢camentos Descontinuos

1) Obtenha a solucao dos seguintes PVI’s com forgamento descontinuo:

d?y 0 O0<t<l1 dy
a) T 7(t) r(t) = y(0) =0 o

t=0

1 t>1
R:y(t) = (1 -2t +t3)uy(t)/2

d2 1 0<t<m/2 d

b) 4y =r(t) )= yo) =0 | =1
0 t>m/2 -

R:y(t) =1 —cos(t) +sin(t) — ur/2(1 — cos(t — m/2))

d*y dy —t dy
C)E—FQ%—FQ]J—G +56(t — 2) y(0) =0 A 1
R: y(t) = e tsin(t) + e t(1 — cos(t)) + bug(t)e~ =2 sin(t — 2)

d*y . dy
d) T TY= —2sin(t) + 106(t — ) y(0)=0 i 1
R: y(t) = tcos(t) — 10sin(t)ur(t)

d’y | dy dy

— < — f— — 2 — _ —=
e) T2 T 5dt + 6y = o(t — 7/2) + u, cos(t) y(0)=0 A

R: y(t) _ uﬂ/2(6—2t+7r _ e—3t+37r/2) _

(ur(t)/10)(—4e 2127 4 3e31H3T — cos(t) — sin(t))

2) Considerando os principios de deslocamento no tempo e na frequéncia, obtenha a trans-

formada inversa das seguintes funcoes:

6743

2) Fls) = 5
R: f(t) = ua(t)(t —4)

6_71—5
d) Fls)= ——
) F(s) = 505.73
R: f(t) = e~ (t=m)sin(t-mux(®)

se”? 1
b) Fls) = e )P = Gy
R: f(t) = u1(t) cos(a(t — 1)) R: f(t) =te 2

B B B B 1— 6—25
c) F(s)=s2—(s2+s1)e® f) F(s) =

R: f(t) =t —tui(t)
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12. Introducao as Séries de Poténcia

Como visto anteriormente, as EDO’s de segunda ordem lineares com coeficientes constan-
tes podem ser resolvidas analiticamente e a solucao pode ser expressa em termos de funcoes
elementares, como exponencial, seno e cosseno. Para EDO’s com coeficientes variaveis, nor-
malmente a solucao envolve fung¢oes mais complexas, como as fungoes de Bessel, polindémios
de Legendre e funcoes hipergeométricas.

Existem diferentes métodos para a obtencao destas solucoes, sendo o mais simples o mé-
todo de solucao por séries de poténcia, sendo que neste caso a solucao serd na forma de uma
série do tipo y(r) = ag + a1 + axx® + azx® + a4x* + .. .. Este tipo de fungio é chamado
de série de poténcia pois representa um polinémio de ordem n. O método de solugao por
série de poténcia é bastante versatil e pode ser utilizado para obter a solucao de pratica-
mente qualquer EDO linear, de qualquer ordem. Por isso, este método é muito empregado
por softwares para a resolucao de EDO’s.

A seguir sera apresentada uma breve introducao referente as operacoes bésicas com séries

infinitas.

12.1. Séries de Poténcia

Uma série de poténcias centrada em xy é uma série da forma:

oo

Zan(a: —x0)" = ap + a1(x — o) + az(x — x0)* + az(x — 29)* + . ..

n=0
Caso o resultado deste somatorio convergir para um valor finito para um dado valor de =z,
a série é dita convergente neste ponto x. Caso o resultado do somatoério for +o0, a série é
dita divergente neste ponto.

De modo geral, uma série converge se o seguinte limite:

m
lim Z an(x — x0)"
m—r0o0

n=0
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existir. A série sempre ird convergir em x = xy. Porém, para os demais valores de x, a série
pode convergir para qualquer x ou pode convergir somente para determinados valores de x.
Neste caso, a convergéncia esta limitada a um intervalo definido.
Normalmente, a série é centrada no ponto z¢o = 0, de modo que pode ser expressa como:
(o9}
Z an(2)" = ag + a1 + asr® + asz® + . ..
n=0
Uma das principais vantagens da utilizacao de séries de poténcia é que elas sao facilmente
manipulaveis. Algumas propriedades tteis das séries de poténcia sao as seguintes:
(a) Soma e subtragao termo a termo: Duas séries de poténcia em torno do mesmo
ponto xy podem ser adicionadas ou subtraidas termo a termo. Se as duas séries forem

convergentes, entao a soma ou subtracao delas também sera convergente.

(b) Diferencia¢do e integracdo termo a termo: Como os operadores diferencial e
integral sao operadores lineares, pode-se remover as constantes dos operadores e separar
diferentes termos. Por exemplo, considere a fungao f(z) definida em termos de uma série de

poténcias:
oo

o0
df dz"
x) = anT" — — = p——
/() Z " dx Z " dx
n=0 n=0
Isto implica que uma série pode ser integrada ou derivada termo a termo.

(c) Igualdade entre duas séries: Para que duas séries de poténcia sejam consideradas
iguais, elas devem ser centradas em torno do mesmo ponto z( e cada um dos coeficientes de

ordem n devem ser equivalentes. Por exemplo, considere que:

D an(r— o)t =Y byl — xo)"
n=0 n=0

Esta igualdade s6 é verdadeira se para cada valor de n, a relacao a, = b, seja valida. Em

particular, fazendo b,, = 0 temos que:

Z an(x —20)" =0

n=0

Esta relagao s6 é satisfeita se a,, = 0 para todos os valores de n.

(d) Deslocamento do indice do somatdrio: O indice n utilizado no somatorio ¢ uma
variavel auxiliar que nao possui um significado fisico. Por isso, pode-se fazer mudancas nesta

variavel conforme for conveniente. Por exemplo, considere a série:

f(z) = Z anx"

132



Definido um indice kK = n — 2, de modo que n = k + 2, a série pode ser definida como:

o0 (o)
f(x) = Z ak+2$k+2 = Z Gk+29€k+2
k+2=0 =—2

Para averiguar se de fato nao houve nenhuma alteragao na série, pode-se avaliar os termos

de cada uma das séries. Por exemplo, para a primeira forma (em termos de n):
f(z) = apx® + a12* + apa® + ...

Para a segunda série (em termos de k), comecando a avaliar a parir de k = —2:
f(z) = apx® + a1x' + aga® + ...

Portanto, as duas formas sao equivalentes.

Ezxzemplo 01: Escreva a série

o0

> (n+2)(n+ Vay(z — z0)"

n=2

como uma série cujo termo geral envolve (x — x¢)".

Resolucdo: Como a série envolve um expoente n — 2 e este deve ser n, deve-se deslocar o
valor de n em mais duas unidades. Lembrando que o indice n pode ser deslocado com for
conveniente, desde que este deslocamento seja feito em toda a expressao, incluindo o indice
dos coeficientes a,,.

Para deslocar o indice, deve-se somar 2 em todos os termos n:

o0

ST ((n+2) +2)((n+2) + Dagsa(z — )"+

Ou ainda, simplificando:
oo

Z(n +4)(n + 3)anio(z — x0)"

n=0

De modo que se obtém uma série em termos de (z — xo)".
Em muitos casos, é conveniente avaliar alguns termos das duas séries para verificar se o
deslocamento foi feito de forma correta, sem alterar a defini¢ao original. Avaliando quatro

termos de cada série, temos que:
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o0

Y (n+2)(n+ Dag(z — 20)" " = (4)(3)az(z — 20)" + (5)(4)as(x — z9)'+

(6)(5)as(x — 20)* + (7)(6)as(x — z0)* + . ..
D (n+4)(n+ 3)ania(z — z0)" = (4)(3)az(x — 20)° + (5)(4)az(x — o) '+

(6)(5)as(x — 20)* + (7)(6)as(x — z0)* + . ..

Assim, observa-se que as duas séries sao idénticas.

Ezxzemplo 02: Escreva a seguinte expressao em termos de uma série cujo termo geral

envolve z™:

x)=2x i n(n — 1)a,z" "2 + i a,x"
n=2 n=0

Resolucao: Para poder juntar as duas séries em uma so6, deve-se primeiramente alinhar os
expoentes das duas séries, ou seja, deve-se deslocar o da primeira série para n ou o da segunda
para n — 2. Como estd sendo pedido para escrever em termos de uma série envolvendo z",
deve-se ajustar o expoente de primeira.

Primeiramente, pode-se fazer a multiplicacao do termo xz. Como este fator multiplica

todos os termos da série, pode-se simplesmente ajustar o expoente:

min(n — Da,z" in (n — 1)a,z" *t = in(n A
n=2 n=2 n=2

Agora, pode-se deslocar o indice para deixar a série em termos de z", deslocando o indice

em mais uma unidade:

Zn n—1a,z" ' = Z (n+1)((n+1) = 1)apzmH-1 Z(n + 1)napz"
n=2 n+1=2 n=1
Assim, a fungdo f(x) pode ser escrita como:
f(x) = Z(n + Dnag, 2™ + Z anx"”
n=1 n=0

A segunda etapa para juntar as duas séries em uma s6 é ajustar o valor de n onde a série
inicia. Neste caso existem duas opgoes, deslocar a primeira para zero ou a segunda para um.
1% op¢cao - Aumentando o wvalor inicial do indice: Quando o valor incial do indice é au-

.....

mentado, isto significa que a série ird iniciar em um termo posterior. Para nao alterar a
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igualdade, os termos negligenciados devem ser adicionados fora do somatorio. Por exemplo,
quando o indice é deslocad de 0 para 1, o termo de ordem 0 é retirado do somatorio e deve

portanto ser adicionado para nao alterar a igualdade:

[o.¢] 0.0 o
g apx’ = g anz” + apz’ = ag + E anpx”
n=0 n=1 n=1

2% opcao - Diminuindo o valor inicial do indice: De forma semelhante, quando o indice é
diminuido, esta se acrescentando termos na série que nao existiam originalmente. Para nao

alterar a igualdade, estes termos devem ser subtraidos do somatorio:

Z(n + Dna, 12" = Z(n + Dnan 12" — (0 + 1)0ay,412°
n=1 n=0

Neste caso o termo subtraido é igual a zero, porém isto nem sempre serd verdade:

S0 Dt = 05 D
n=1 n=0

Agora, pode-se juntar as duas séries utilizando qualquer uma das opgoes:

1% opcao:
f(x) = f:(n + Dnay12" 4+ ag + i a,x" = ag + i((n + Dnay1 + a,)x”
n=1 n=1 n=1
2% opcao:
f(z) = i(n + Dna, 2" + i ax" = i((n + Dnayq + ay)z”
n=0 n=0 n=0

Vale lembrar que as trés formas de representar f(z) sdo equivalentes e caso os termos dos

somatorios forem expandidos, os valores obtidos serao os mesmos.

Ezxzemplo 03: Determine uma relagao para os coeficientes a,, que satisfazem a igualdade:
oo oo
E apx’ = g na, "
n=0 n=1

Resolugcao: Neste caso temos uma igualdade entre duas séries. Para que esta igualdade
seja validade, os coeficientes associados com cada ordem devem ser iguais.

Para poder estabelecer a igualdade dos coeficientes, as duas séries devem estar em termos
do mesmo expoente e iniciar no mesmo valor de n. E indiferente quais das séries serdo

alteradas, desde que todas estejam de acordo no final.
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Primeiramente, serd ajustado o expoente da série do lado direito (por conveniéncia) para

x"™, deslocando o indice em mais uma unidade:

o0 [e.9]

St = 3 (0 o™ = 30+ D
n=1

(n+1)=1 n=0
Neste caso, o valor inicial de n ja estd de acordo com o da outra série, portanto nao sera

necessario fazer nenhuma alteracao neste termo. Assim:

[oe) o
g a,r" = g (n+ Dap 12"

Como todos os coeficientes devem ser iguais, temos que:

an, = (n+ 1)a,i n=20,1,2,3,...
ou ainda:
dn 0,1,2,3
Qn = n=~u1,2,0,...
+ n—+1

Nao é possivel definir os valores dos coeficientes, porém, supondo que o valor de algum
deles seja conhecido, pode-se determinar os demais. Por exemplo, suponha que o valor de

ag seja conhecido, os demais termos serao:

n=>0 — a1 = ag
aq a
n=1 — 4y = — = =2
2
as a a
n=2 5 =l O
3 6 3!
as Qo Qo
n=3 — Gy = — = = —
4 4 x 3 4l

Assim, observa-se a seguinte relagao de recorréncia:

Qo

n=1,234...

Ay = —T
n!

Obs.: Nem sempre ¢é possivel obter uma relacao geral para todos os coeficientes como neste

caso.

12.2. Expansdao em Série de Taylor

A expansdo em séries de Taylor é uma forma de representar uma fungdo f(x) qualquer

na forma de uma série de poténcias. A expansio é feita através da representacao da funcao
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em um ponto x qualquer com base no valor da fungao em outro ponto z( e das derivadas de
ordem n da funcao no ponto xg.

A expansao em série de Taylor de uma func¢ao f(z) em torno de um ponto z, é dada como:

" T ) " o 3 o0 (n) Zo .
e e R URERED e

Se todos os termos da série forem considerados, esta expansao nao representa uma apro-
ximacao, mas sim o valor exato da funcao. Na maioria dos casos, a expansao é feita nas
vizinhangas do ponto g, de modo que (x — xg) é relativamente pequeno. Por isso, os termos
de alta ordem (derivadas com ordem maior que 2) costumam ser muito pequenos, de modo
que a expansao pode ser truncada apos alguns termos.

Por exemplo, considere que se deseja avaliar e* em x = 1 com base no valor em x = 0
(e® = 1). Substituindo na expansao:

0 0 e 1 1 1

Lo P10+ (1= 02+ (10 (1 -0 . =24~ .
= 10+ S0+ S0 S0 =2 b

Considerando 5 termos, o valor encontrado é de e = 2.70833, sendo que o valor exato é de
e = 2.71828, apresentando assim um erro de 0.366%.
De forma geral, a funcdo e® pode ser expressa com base em € da forma:
2 3 gl

r T
e —1+JJ+§+§+Z+...

Neste caso pode-se obsevar um padrao nos termos da série, que podem ser generalizados

comao:

Esta expressao ¢, de fato, uma forma de definir a funcdo exponencial.®
De forma semelhante, pode-se definir outras fungoes elementares com base em séries de

poténcia. Por exemplo, considere a fun¢ao cos(x) expandida em torno de zy = 0:

2 x4 OO . r2n
cos(z) =1— o + o +...= Z:O(—l) o)

Na figura a seguir é apresentada as curvas da funcao cosseno original juntamente com a
expansao considerando 4, 8 e 12 termos. Como pode ser observado, quanto mais termos

forem considerados na expansao, maior sera o intervalo onde a expansao é valida.

! Na maioria dos casos nio é possivel generalizar os coeficientes como neste caso, porém a expansio continua

véalida.
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— co0s(x)
—— 4* ordem

—— 82 ordem

—— 122 ordem

Para poder expressar uma funcao em termos de uma expansao em séries de Taylor, sao
necessarias trés condigoes:

(i) Em primeiro lugar, deve ser possivel avaliar todos os termos da série, portanto a funcao
f(x) deve ser infinitamente diferenciavel em xg;

(ii) O resultado da série deve convergir em algum intervalo |z — x| < R, para R > 0;

(iii) A série deve convergir para o valor exato de f(x), ou seja, deve representar a fungao.

Se for possivel representar a funcdo no intervalo |r — zy| < R através da série de Taylor,
entao a funcao é dita analitica em xy e xy é dito um ponto ordinario. Se a fun¢do nao for
analitica em x(, este ponto ¢ chamado de singular.

Considerando a natureza da expansao em série de Taylor, caso a condicao (i) seja satisfeita,
¢ muito provavel que as condigoes (ii) e (iii) também sejam, com raras exce¢oes. Portanto, de
modo geral, é suficiente verificar se a fun¢ao é infinitamente diferenciavel em xy para definir

se ela pode ser expressa como uma série de Taylor.

12.3. Raio de Convergéncia de Séries de Poténcia

Uma dada série de poténcia da forma:

y(@) = an(z —wo)"

converge em um ponto x se o limite:

m—r0o0

lim Z an(x — x0)"
n=0

existe para este dado valor de z. O ponto x = x( sempre sera convergente.
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Teorema 01: Considere que uma dada série de poténcias converge em um valor x = x.

Isto implica que ela também ird convergir para qualquer valor x que satisfaga a condigao
|z — xo| < |21 — 0|
De forma semelhante, se ela diverge em x = x9, ird divergir para valores de z onde

| — 20| > |22 — 0|

Com base nisto, pode-se definir um limite até onde a série ird convergir em torno do ponto
zo. Este limite é chamado de raio de convergéncia (p) e é definido da seguinte forma:

Raio de Convergéncia: Existe um ntimero nao-negativo p tal que a série:

Z an(x — x0)"

n=0
converge para |r — x| < p e diverge para |z — x| > p. p pode variar desde zero quando a
série converge unicamente em xy até infinito quando a série converge para qualquer valor de
x.
A série A série A série

———f—— converge ——fe——o . — -
diverge absolutamente diverge

AL AU WO R TIr TP RT3 0]
LA M A PR AL L

Xp—p Xy Xp+p x

\ A série pode/

convergir ou divergir

Para determinar se a série converge em um determinado valor de x, pode-se aplicar o teste

da razao:

n+1

lim Cln+1($ - xo) Ant1

n—oo | ay(r — x0)"

= |z — x| lim = |z — x| L
n—o0

n
Se |z — xo|L < 1 entao a série converge em x e se |z — z|L > 1 entao a série diverge (se for
igual a 1, o teste é inconclusivo).
Para valores onde L é definido, o raio de convergéncia pode ser obtido como:
1
=1
Se L = 0, entao a série converge para todo x e se L = 0o a série converge somente em x.

Ezemplo 04: Determine o raio de convergéncia das seguintes séries:
a)

[e.e]

E nlz"

n=0
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Neste caso, a,, = n! e ro = 0. Assim:

n 1)!
L= lim & = lim (n+1) = lim(n+1) =00
n—oo n—00 n! n—00

Portanto, a série converge somente em x = x
b)
i (x+1)"
n2m
n=1
Neste caso, rg = —1 e a,, = 1/(n2").
Ant1 n2" n 1 1

1 1
L = lim =lim — = - lim = — lim = —
n—00 (A n—o00 (n =+ 1)2”+1 2 n—oon —+ 1 2n—oc0 1 + 1/n 2

Portanto, p = 1/L = 2. Assim, a série ird convergir para |z — xo|(1/2) < 1, ou seja,

|z + 1| < 2 (x deve estar no intervalo (—3,1)).
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Lista de Exercicios - Introducao as Séries de Poténcia

1) Escreva as expressoes a seguir como uma série cujo termo geral envolve z".
a) c)
oo
—92 o0
Z n(n —1)ayz 2 n—2
11—z n(n — 1)a,x
(=) 3 n(n = e,
n—=
R: 37" o (n+2)(n+ Danio2” R:Y 2 (n+2)(n+1)ants — n(n — 1)a,)z"
d)
[e.9] oo
-1 k o0 00
x Z na, """ + Z aRx 1 N
= > napa" +x) an
n=1 n=0

R: 3 o (n+ Dana” R:ay + > (n4 1ans1 + an—1)z"

2) Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcia:

a) N c)
2

‘\§|3
\g

n=0 n=0
R:p=2 R:p=o00
b) d)>|<2

oo o0 n'xn
n,.n °

> e >

n=0 n=1
R:p=1/2 R:p=c¢

3) Determine a expansao em série de Taylor das seguintes fungées em torno dos pontos x
dados.
a) y(x) = sin(x), 2o =0

R:y(z) =z —23/31+2°/5!+ ... =5 (—1)"z?"*1/(2n + 1)!

2Dica: Para resolver o limite, aplique o operador In nos dois lados da expressdo e apos utilize a regra de

L’Hopital
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b) y(z) = €7, xg=—1

R:y(z)=1/e+ (z+1)/e+ (x+1)?/2e+...=> 7 (=1)"(z + 1)"/(nle)

n=0

¢) y(z) = In(z), rg=1

Riyl@)=(z—-1)—(z-1)?2+(@-1*/3+... =3, —(-1)"(=—1)"/n

4) Dado que
)=
n=0

encontre uma expressao geral para ¢y’ e y” e escreva os quatro primeiros termos de cada uma

das séries.

R:y =37 na"t =300 ((n+1)%", y" =507, nP(n+ 1)a" % = 3270 o (n + 2)*(n + 1)2"

5) Dado que

Y= ianx"

n=0

encontre uma expressao geral para 3’ e y” e escreva os quatro primeiros termos de cada uma
das séries. Considerando que y” = y e ag e a; sao dois coeficientes arbitrarios, determine
expressoes para as e az. Mostre que, de forma geral:

n+2)?n—i— 1)

an+2:< n=20,1,2,3,...

R:y = a; + 2a0x + 3azx? + 4asz®, ¥’ = 2as + 6asr + 12a422 + 20a52>
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13. Solucao de EDO'’s por Séries de

Poténcia

13.1. Solucao em Séries de Poténcia

A solucao de equacgdes diferenciais por séries de poténcia é garantida pelo seguinte teorema:
Teorema 01: Se p(z) e g(x) sdo analiticas em xy, entdo qualquer solucdo da equagao

diferencial
y' +p(x)y + q(x)y = f(x)

também ¢ analitica em z(, de modo que a solucao pode ser expressa como:

y(@) =3 anle — )"

n=0
Além disso, o raio de convergéncia de qualquer termo do somatorio anterior é maior ou igual
ao menor raio de convergéncia de p(x) ou ¢(z).

Em muitos casos p(z) e ¢(z) sdo fungdes racionais (razao entre dois polinémios). Por
exemplo, considere p(z) = f(x)/g(x). Neste caso, p(x) serd singular somente nas raizes de
g(x) e o raio de convergéncia de p(x) em torno de x( serd igual & distancia entre z( e a raiz
mais proxima (no plano complexo).

Por exemplo, considere p(z) = (2 + 3z)/((z + 4)(z* +9)). As raizes do denominador sao
r = —4 e x = £3i. Escolhendo xg = —6 e x¢p = 2, os raios de convergéncia sao mostrados
na figura a seguir:

Este teorema pode ser visto como uma extensao do teorema que permite avaliar a existéncia
e unicidade da solugao, que dizia que se p(z), ¢(z) e f(z) fossem continuas no intervalo, entao
existiria alguma solugdo geral para a equagao. Este novo teorema diz que se p(z) e q(z),
além de continuas, forem também analiticas, a solucao existe e também é analitica e portanto

pode ser representada como uma série de poténcias.
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No caso onde p(x) e g(x) sdo constantes, pode-se resolver a EDO com o uso da equagio
carateristica. No entanto, para o caso de coeficientes variaveis, este método nao pode ser

empregado, sendo a solucao por séries de poténcia uma alternativa simples.

Ezxzemplo 01: Utilizando séries de poténcia, obtenha a solucao geral para o seguinte PVI:

y'+y=0 y(0)=0 4 (0)=1

Esta equacao possui coeficientes constantes, mas serd utilizada como exemplo para apresentar
o método. Neste caso, p(x) = 0e ¢(z) = 1, portanto ambas sao analiticas em qualquer ponto.
Assim, a solugdo obtida seré valida em todo o intervalo (—oo, 00). Além disso, conforme o

teorema anterior, isto implica que a solugao pode ser expressa como uma série de poténcia:

(o0}
= Z an(x — )"
n=0

onde zy é algum ponto ordinario. Como p(x) e g(x) sdo continuas para qualquer x, pode-se

escolher xg = 0 por simplicidade:

y(x) = Zanx” = ap+ a1 + asx® + azax® + ...
n=0

Para conhecer a solugao, é necesséario agora determinar os coeficientes a,,. Este método pode
ser visto como uma extensao do método dos coeficientes indeterminados. Para determinar

a,, pode-se substituir a solucao na equacao diferencial. Avaliando as derivadas:

Y (2) = ay + 2a0x + 3azx® + ...+ na,a" Tt = Z na,x" "

y"(x) = 2as +6azz + ...+ n(n— 1)z Znn—l -2
n=2

Substituindo na equacao:

inn—lan n 2—1—2% =
n=2
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Para combinar as duas séries, é necessario que os expoentes de x sejam os mesmos. Para
isso, pode-se deslocar o indice do somatoério em qualquer uma das séries. Por exemplo,

pode-se deslocar o indice na primeira série em duas unidades n = n + 2, resultando em:

Z(n +2)(n + 1)apoa™ + Z a,x" =0
n=0 n=0

O procedimento anterior pode ser adotado pois o indice funciona somente como um auxiliar

no somatorio. Por exemplo, para deslocar o somatoério em & unidades:

o0 o o
E =a,x" = E Q" = g Y
n=0 n—k=0 n=~k

Avaliando termo a termo:
2 2
ag+a1x +agx” + ... =ag+a1x +asx” + ...

Com isso, juntando os somatoérios e colocando os termos em evidéncia:

[e.e]

Z((n +2)(n + 1)api2 + an)z" =0

n=0
Para garantir que o somatorio resulte em zero para todo x, é necessario que cada termo

do somatorio seja nulo:
(n+2)(n+ 1Dayso+a, =0 n=0,1,2,...

A expressao anterior permite estabelecer uma relacao entre a, s € a,

_a/n
Qyp, =
2T n+2)(n+1)

Assim, pode-se determinar um termo a, o qualquer conhecendo-se o termo que o antecede
em duas posicoes. Este tipo de relacao ¢ chamada de formula de recorréncia. Por exemplo,
se ag e a; forem conhecidos, todos os demais termos podem ser avaliados.

Todos os termos pares podem ser avaliados em funcao de ag. Fazendo n = 0:

Qo Qo

CLQ:_——

@)1 2

Para n = 2:

(45} ao Qo
Ay = — = =

4B @E)E) 4

Para n = 4:
Qy Qo
g = ———— =

GO
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Os termos fmpares sao avaliados em funcao de a;. Fazendo n = 1:

ap
LTTEE
Para os demais termos:
ag  ap
RG]
as ax

TTTme T

Lembrando que a solucao proposta é da forma:
y(x) = ap + a1z + apx® + azx® + . ..
A expressao anterior pode ser escrita como:
y(x) = (ao + agx® +agx* +...) + (a1x + asx® + asx® + . ..)
Substituindo as expressoes obtidas anteriormente:

z? ot 2P
y(x):ao(l—EJrZ—...)+a1($—§+a—...)

Os termos entre parénteses representam funcoes de x que podem ser avaliadas. Os termos
ag e ay sao definidas com base nas condigoes de contorno especificadas. Assim, a solugao

geral da EDO sera:

y(x) = aoyr(x) + arys()

Neste caso em particular, y;(z) corresponde exatamente a expansao da fungao cos(x)
em torno de zy = 0, enquanto que ys(x) corresponde a expansao de sin(z) em torno do
mesmo ponto. No entanto, usualmente a solugao obtida nao corresponde a nenhuma funcao
conhecida.

Aplicando a condi¢ao inicial y(0) = 0:
y(O) =0= ao(l) + Cll(O) — ag = 0

Avaliando y'(x) considerando ag = 0:



Assim, a solugao particular seré:

(o) = pla) ==

Como dito anteriormente, esta solu¢ao corresponde a expansao da fungao sin(z) em torno
de o = 0. No entanto, a forma obtida corresponde a uma série infinita, de modo que sempre
representa uma aproximacgao da solucao real visto que somente um ntmero finito de termos
podem ser computado. Quanto maior o nimero de termos considerados, maior ser o intervalo
em torno de xy onde a série representa bem a solucao exata. Este comportamento é ilustrado
na figura a seguir, onde a solucao exata y(z) = sin(z) é comparada com as aproximagoes em
série considerado diferentes quantidades de termos. Como pode ser observados, conforme
mais termos sao considerados, maior é o intervalo em torno de zy = 0 onde a série coincide

com a solugao exata.

oo 5
Lo
~—

— 2 termos

— 4 termos

6 termos

8 termos

Nao é necessario conferir a convergéncia das séries, pois pelo teorema visto anteriormente,
pode-se concluir que y;(x) e yo(z) também convergem.
Para verificar se y;(x) e yo(z) formam um conjunto fundamental de solucoes, pode-se

determinar o Wronskiano em algum ponto ordinério, por exemplo xg = 0:

W (o) = y1(0) 1(0)] _ |10 1
y1(0) y5(0)f |0 1

Portanto, y;(z) e yo(z) foram um conjunto fundamental de solugoes.

Ezxemplo 02: Obtenha a solucao geral para a seguinte EDO linear com coeficientes
variaveis:
y'+xy=0
147



De forma semelhante ao realizado anteriormente, a solucao proposta é da forma:

y(z) = Z anz" — y'(z) = Z na,z""! — y'(x) = Z(n — 1)na,z"?
n=0 n=1 n=2

Substituindo na equacao:

Z(n — Dna,a"? +x (Z anx”) =0

n=2 n=0
oo oo
Z(n — Dna,a" 2 + Z apz"tt =0
n=2 n=0

Neste caso, os expoentes de x estao separados por 3 unidades. Deslocando o indice em 3

unidades no segundo somatorio:

i(n — Dna,a™ 2 + i U3z 2 =0
n=2 n=3

Pode-se perceber que a alteracao no indice nao altera os termos do somatorio. Para poder
juntar os termos em um tnico somatoério, além dos expoentes idénticos, o indice do somatorio

deve comecar no mesmo valor. A relacdo anterior pode ser reescrita como:

2a9 + Z(n — Dna,a™ 2 + Z U3z 2 =0
n=3 n=3

Agora os somatoérios podem ser juntados:

[o¢]
2a5 + g (n — Dna, +a, 3)2" > =0
n=3
Novamente, para que a solucao seja igual a zero para qualquer valor de x, os coeficientes
do somatoério devem ser nulos. Além disso, o termo 2a, é a tnica constante, ji que todos

os termos do somatorios multiplicam x ou alguma poténcia de x. Portanto para garantir a

igualdade, é necessario que a; = 0. Avaliando os indices do somatorio, para n > 3:

Up—3

(n—1)na, +a,—3=0 — Ay = —————

n(n—1)

Assim, conhecendo-se o valor em trés posicoes anteriores, pode-se determinar a,.
Considerando novamente que ag e a; sao constantes arbitrarias, pode-se avaliar os demais

termos. Avaliando paran =3, n =6, n =9, etc.:

Qo as Qo
_— a’6 = — =

©6)5)  (6)(5)3)(2)

De forma semelhante, para n =4, n =7, n = 10, etc.:
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Como ay = 0, todos os termos as, asg, a1y, etc. também serao nulos.

A solucao proposta pode ser expressa como:
y(x) = (ao + asx® + agx® +...) + (a1x + agx* + azx” 4+ ..) + (ag2® + asx® + agx® + . .)
Colocando as constantes em evidéncia e substituindo os valores obtidos anteriormente:

3 x® t 77
o= (1= G e )+ (- w * meme )

Assim como no exemplo anterior, os termos em parénteses representam funcoes de x, de

modo que a solugao geral pode ser expressa como:

y(z) = aoyi(x) + ary(x)
x3 20 xt x’

W= By T EeeE O et mome

Avaliando o Wronskiano em x = 0:

Wys,y2) = = =1
y1(0)  5(0) 0 1

~
~

Portanto, y;(z) e y2(x) formam um conjunto fundamental de solugoes.

Ezxemplo 03: Utilizando o método de Séries de Poténcia, obtenha a solugao geral da
seguinte EDO:
2+ 2%y —xy +4y=0

Neste caso, as fungoes p(z) e ¢(x) sdo:

-z 4
2+ z2

p(x) =

Sendo que ambas sao analiticas para qualquer x.

Considerando uma solu¢ao como uma expansao em torno de zy = 0:

y(z) = Zan$n Y (z) = Znanzn_l y'(z) = Z(n — Dna,z"?
n=0 n=1 n=2

Substituindo na EDO:

(2 4 22 in—lnan —xZnanx" 1+4Zanx =0
n=2

Fazendo a multiplicagao:

iQ n— 1)na,z"" 2—1—2 (n — Dnayaz" —Znanm —|—Z4anx
n=2
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Ajustando o expoente do primeiro termo:

o oo o0 oo
Z 2(n+ 1)(n + 2)ay 22" + Z(n — Dna,z™ — Z na,x" + Zélanx" =0

n=0 n=2 n=1 n=0

Para poder juntar os somatoérios, pode-se separar os termos com expoentes 2° e z! para

todos os somatoérios comecarem em n = 2:

das + 12a3x — a1 + 4ag + 4ayx + Z(Q(n +1)(n+2)ant2 + (n — 1)na, — na, +4a,)z" =0

n=2

Simplificando:

(12a3 + 3a1)x + (4as + 4ag) + 2(2(71 +1)(n+ 2)anso + (n* — 2n + 4)a, )z

=0
n=2

Para que o polinémio resultante seja igual a zero para todos os valores de x, é preciso que

os coeficientes de todas as ordem sejam nulos. Assim, avaliando os termos de ordem 0 e 1:

4as +4ag =0 — a9 = —AQo

12as + 3a;q — as = —%

Para os demais termos, pode-se utilizar a formula de recorréncia:

2(n+1)(n4+2)anso+(n2-2n+4)a,)  — (n? — 2n + 4)a,

Apyo = —

n=22345,...
2(n+1)(n+2)
Avaliando para diferentes valores de n:
6&2 Qo
=2 — === ==
" “ET9L TG
7&3 7&1
=3 — = = —
" 9700 T 160
12
n=4 — ag = — a_ %
60 30
19665 1961,1
" a 84 1920

Considerando a solucao:

y(z) = (a0 + a9z + agz* +..) + (a1 + asa® + asa® + ..)

Substituindo os termos obtidos:
4 .6

(@) =ao(1—2+= -4 .. ) +a g T Te 0o,
Yir) = o 6 30 ! 14 T160 1920 T
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Ezxemplo 04: Considere a seguinte EDO::
(1—2*)y" +ay —y=0
Obtenha uma solucao em torno do ponto o = 0. Em qual intervalo esta solucao é valida?
Neste caso, temos que p(z) = x/(1 — 2?) e q(x) = 1/(1 — 2?), de modo que x = +1 sdo
raizes do denominador e o raio de convergéncia em torno de xg serd 1. Portanto, a solugao

obtida sera valida no intervalo z € (—1,1).

Considerando que p(x) e ¢(x) sdo analiticas em o = 0, a solucao sera da forma:

o0 o0
= Z a,z" — y'(x) = Z na,z" !
n=0 n=1
[o@)
= Z n(n — 1a,z" >
n=2

Substituindo na equacao:

(o) oo
1—:1: E nn—lan"Q—i—azE na,T E a, "
n=2 n=1 n=0

Multiplicando os termos:

oo

[o.¢] o
E n(n — 1)a,z"~ E n(n — 1)a,z" —1—5 na,x —E anx”
n=2 n=0

n=2 =

Ajustando o expoente do primeiro somatoério:

i(n +2)(n+ 1)ap 22" — i n(n — 1a,z" + i na,z" — i a,z"
n=0 n=2 n=1 n=0

Separando os termos até n = 2 e juntando os somatorios:

2a9 + 4azr + a1x — ag — a1 T + Z((n +2)(n+ 1)ap2 —n(n — a, + na, —a,)z" =0
n=2

Simplificando:

dazz + (205 — ag) + Y (0 +2)(n + Dapsz — (n* = 20+ a,)z" =0

n=2

Avaliando os termos de ordem zero:

Qo
Ao — —
2
Para os termos de ordem um:
as = 0
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Para os demais termos:

n?—2n+1 (n — 1)
(07% = n — (07%
2T+ 2)(n+1) (n+2)(n+1)
Avaliando alguns termos:
1 1
T mE) T A
4
a5—(5)<4)a3—0 — a7y = Qg = A1 = =0
9 9
ag = a —a
ST )5 6l
25 25
ag = a —a
N T I T

Assim, considerando a solucao:
y(z) = (ap + a1 + agx® + asx* + aga® + aga® +...) + (azz® + azz’ +a'2" +...)

Substituindo os valores encontrados e considerando ay € a; como constantes:

(2) N 1+x2+x4+93:6+25x8
x)=air+a S
4 1o 2 Tar T el sl

Neste caso, as duas solucoes obtidas sao:

yi(x) =x

(z) = 1+x2+x4+9x6+251:8
s2nE) = 2 AT er e

Verificando se as solugoes sao L.I. em zq = 0

~
~

i (0) () o 1

Ezxzemplo 05: Uma importante equacao que pode ser resolvida através de séries de po-

téncia é a equacao de Chebyshev:
(1—2)y" =2y +ay=0

onde v é um parametro. Determine a solugao geral para esta equacao em torno de zy = 0.

Em que intervalo esta solucao é valida?
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Lista de FExercicios - Resolugcao de EDQO’s por Séries de Poténcia

1) Utilize o método de séries de poténcia para obter a solucao geral para as seguintes
EDO’s em torno de xq = 0. Avalie o intervalo de validade das solucoes.

a)y'—y=0

R:y(z) =ao(1 +22/20+ 2t /4l+ .. ) +ar(z + 23 /31 + 2° /Bl + ..)

b)y' +xy +y=0

R:y(z) =ap(l —2?/2+2*/(4-2) —2%/(6-4-2)+.. )+ ai(z —23/3+2°/(5-3) —2"(7-5-3)+...)

)y +2zy +(1+2%)y=0

R:y(z) =ao(1 —2%/2 +2%/8 — 26/48 + 28/384 — .. ) + ay(x — 23 /2 + 2°/8 — 27 /48 + 29 /384 — ...)

d) v’ —dzy' + (42* — 2)y =0

R:y(x) = ap(1+2%+2*/2+25/6+28 /24 +.. )+ a1 (w+23/3+2° /2+27 /6 +2°/24+...) = are” +agze®

2) Equacgoes de 1 ordem: O método de expansido em séries de poténcia pode também
ser empregado para a resolu¢do de EDO’s de primeira ordem do tipo 3 + p(z)y = 0, desde
que p(x) seja anlitica no ponto xy onde a expansdo é realizada. Utilize este método para
encontrar a solugao geral das seguintes EDO’s em torno do ponto zy = 0:

a)y+y=0

R:y(z) = ao(1 —z +x2/2! —23/3! + 2% /4l +...) = ape™®

b) (1-=z)y—y=0

Riy@)=ao(l+z+22+a3+a2t+..) (-l<z<1)

3) Utilizando o método de séries de poténcia, encontre a solugdo particular para os seguin-
tes problemas de valor inicial:

a)y'+ (-2 +y=0 y(0)=2 y(0)=-3

R:y(x) =2 — 3z — 22+ 23 — 325/10 + 26 /10 + . ..

b)y" +2(1—2)y —3zy=0 y(0)=1 ¢ (0)=-1

R:y(x)=1—a+a*—2®/242%/3-22°/15...
4) Considere a seguinte EDO, conhecida como equagao de Legendre:
(1—2?)y" =22y + a(a+ 1)y =0
onde a > 0 é um parametro real. Esta equacao possui diversas aplicacoes nas areas de

mecanica dos fluidos, eletromagnetismo, mecanica quantica, entre outras, principalmente

em problemas que envolvem simetrias esféricas.
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Apesar de possuir pontos singulares em x 41, os coeficientes da equagao sao analiticos em
x = 0, de modo que pode-se obter uma solugao analitica no intervalo —1 < x < 1 através da
expansao em séries de poténcia em torno do ponto xy = 0.

a) Mostre que a solucao geral da equacao de Legendre é da forma:

y(r) = aoy1(x) + a1ya(z)

onde
y(x)=1- —a(a; D2y (0o Q)Q(Oj Dats) s
o) = 7 — L9 %Ea +2) 5 (@=3)(a- 1?35@ +2)(a+4) 5

b) Considerando que o = m seja um inteiro positivo, y;(z) ird terminar apés m termos
caso m seja par e ys(x) ird terminar apos m termos caso m seja impar. Os polindomios finitos
obtidos neste casos sao usados como base para definir os polindémios de Legendre de ordem

m, P,,. Por exemplo, para m = a = 2, a substituicdo em y;(z) resulta em:
yf‘zz =1— 322

O polinémio de Legendre equivalente é obtido da seguinte forma:
Py = ¢(1 — 327)

A constante ¢ ¢ definida de forma que P(z = 1) = 1. Assim:

1
Portanto:
1
Py = 5(3:(;2 —1)

Obtenha as expressoes equivalentes para os seis primeiros polinémios de Legendre (ou seja,
PO até P5)

R: Py =z, Ps(x) = 1/8(652° — 7023 4 152)
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14. Séries de Fourier

As séries de Fourier sao utilizadas para representar funcoes em termos de um somatorio de
funcoes mais simples, neste caso senos e cossenos. A utilizacao das séries de Fourier é similar
as séries de Taylor, onde uma dada funcao pode ser representada em termos uma série de
poténcias. Devido ao comportamento periddico das funcoes seno e cosseno, a representacao
de uma funcao em termos de séries de Fourier resulta em uma funcao periédica. Por isso,
as séries de Fourier sao muito utilizadas para a resolucao de problemas de valor de contorno
(PVC) e equagoes diferenciais parciais (EDP), onde existe um dominio de solugao finito em
relacao a alguma das variaveis independentes.

Uma funcao f(z) é dita periodica se existe algum valor positivo p, chamado de periodo
da funcao, tal que:

f@+p) = flz)
Isto também implica que:

f(z +np) = f(z)

onde n = 1,2,3,.... Eventualmente a funcdo f(z) pode nao ser definida em alguns pontos
especificos. Por exemplo, a fungao f(z) = tan(z) nao é definida em z = 4+, 7/2, x =
+37/2, .... Ainda assim, trata-se de uma funcao periodica. Um exemplo de fun¢ao periodica

é apresentado na figura a seguir.

AN A
VAV V.

| p |

Funcgio periddica com periodo p

Para uma fungao f(x) com um periodo p = 2L qualquer, a expansio em séries de Fourier
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é dada por:

—a0+z<ancos—+b binn—zx)

Para poder expressar a funcao desta forma, deve-se determinar os coeficientes ag, a, e
b,. Para isso, é preciso recorrer a uma propriedade das funcoes seno e cosseno chamada

ortogonalidade.

Ortogonalidade: O produto interno de duas fungoes u(z) e v(z) no intervalo a > z >

é definido como:
(u,v) = /B u(z)v(z)de
a
As funcoes u(z) e v(x) sdo ditas ortogonais no intervalo se (u,v) = 0. De forma equivalente,
um conjunto de m fungoes é dito ortogonal se cada par de fungoes diferentes do conjunto for
ortogonal.
As fungoes cos(mmx/L) e sin(nmz/L) formam um conjunto ortogonal no intervalo —L >

x > L para m # n. Isto implica que:

L mnT nmwT 0 se m#n
coS 7 cos de =

-L L se m=n

L
mmx nwx
cos sin —dx =0 vYm,n
_I L L

L mrz | nmz 0 sé m#n
sin sin wa =

—L L se m=n

14.1. Férmulas de Euler-Fourier

Considere novamente a expansao de f(z) em séries de Fourier:

ao > mmnT mmT
=§+;<amcos 7 + by, L>

A fungao f(z) é uma func¢ao conhecida, sendo que o objetivo agora é encontrar os valores
dos coeficientes aq, a,, e b,, que satisfacam a igualdade, o que pode ser conseguido utilizando

as relagoes de ortogonalidade.
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Para determinar o valor de ag, podemos integrar a expressao de —L até L:

L
/f(x)d:c o dﬂv—l—Zam/ cos dx+Zb / sinmﬁxdx
L —_

A segunda integral do lado direito pode ser avaliada como:

L
/L cos 70 gy = L sin 1Y = i(sin(m ) — sin(—mm))
L L -~ \mn L - omm a m

Como m é um inteiro positivo, sin(mn) = sin(—mmn) = 0.

De forma semelhante:

L
L mma L mmnx L
sin — de = — [ —cos = ———(cos(mm) — cos(—mm))

I mm L mm

Considerando que cos(z) = cos(—x), a integral acima também é nula. Com isso:

L 1 /L
/_Lf(x)dx = aoL - ag = Z/_Lf(x)dx

Multiplicando a equagao por cos(nmz/L), onde n é um inteiro positivo (constante) e

integrando de —L até L:

L
nmx mrx  nux
e = 2 —d § j . O g
/_ . f(z) cos T = / cos T+ )y a / cos cos ——dz

+ Z b, / sin mre coS n—zmdx

Considerando ainda a ortogonalidade das funcoes, o tinico termo nao-nulo do lado direito

serd a segunda integral quando m = n. Assim:
L nmw
/ f(l’)COSTde‘:LCLn — / f(x cos—dw n=123,...
-L
Fazendo n = 0, obtém-se exatamente a expressao anterior para ag. Com isso:
1 [t nnx
:Z/ f(x)cosde n=20,1,2.3,...
-L

Pode-se obter uma expressao semelhante para b, multiplicando a equacao original por

sin(nrz/L) e integrando de —L a L:
/ f(z sin—dx n=123,...

As expressoes para a,, e b, sao conhecidas como férmulas de Euler-Fourier.
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Ezemplo 02: Obtenha os coeficientes de Fourier para a seguinte fun¢ado f(x) com

periodo p = 4, de modo que L = p/2 = 2:

(
0 se —2<xrx< -1

flz) =<k se —l<z<l1

0 se l<x<?2

Avaliando inicialmente o coeficiente ag:

iL/_LL Fa)da = }L </_;1(O)dx—l—/_ll k:d:v+/12(0)d:v) :g

Para os coeficientes a,,, temos:

1 -1 1 2
/ f(z) cos @dm = / (0) cos P72 g + / k cos “L d + / (0) cos LD
2\, 2 B 2 ) 2

Como as integrais nos intervalos onde f(z) = 0 sdo nulas:

1! nmwx k. nmx|! 2k . nm
ap = — kcos —dr = —sin——| = —sin —
2 /4 2 nmw -1 nr 2
A expressdo acima resulta em a, = 0 para n par e a, = 2k/nm paran = 1,5,9,... e

a, = —2k/nm paran =3,7,11,....
De forma semelhante, para os coeficientes b,,:

1/t k
/ f(z)sin —mm dr = / k sin nrr dr = —— cos _mr:l:
2 1 2 nmw 2 1

k nm —nm
= —— [ cos— —cos =0
nmw 2 2

Para a expressdo anterior, considerou-se que cos(f) = cos(—6). Assim, a fung do f(z) pode

Ser expressa como.

Avaliando alguns termos dos somatoério:

(@) k+2k T 1 37r+1 57T+
z)=—4+ —|cos— — —cos— + —cos— + ...
2 T 2 3 2 5 2
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14.2. Funcoes Pares e Impares

As formulas de Euler-Fourier podem ser simplificadas para funcoes pares e impares.

Uma funcgao é dita par se:

por exemplo, sin(z) é impar.

¥y

f(x)=—1(x)

(x)TH(Cx)
A
VT o \

X o X \
Par impar

Pode-se mostrar que, se uma fun¢io f(z) é par, entao:

‘KifumM::%ALf@ﬁm

Do mesmo modo, se f(x) for impar:

/ LL f@)dz =0

Além disso, o produto de duas funcoes pares ou duas impares serd par, enquanto que o

produto de uma funcao par por uma impar serd impar.

Séries em Cossenos: Considere que f(x) seja uma fungao par e periodica com periodo 2L.

Isto implica que f(z)cos(nmx/L) é par e f(z)sin(nmz/L) é impar. Como consequéncia:

9 L
a":Z/O f(x)cos?dx n=20,1,2,3,...

b, =0 n=0,1,2,3,...
Isto implica que:
f(z) = % + ;ancos?

Ezemplo 03: Obtenha a representacdo em séries de Fourier para a func¢do f(x) = |z| no

intervalo —L < z < L.

159



flx) A
fx)=|xl
N L ’
N\ 7 N\ 7/
N\ / N 4
N\ 7/ AN 7/
| A4 I | A4 L5
-3L 2L -L O L 2L 3L «x

Como esta funcao é par, como consequéncia b, = 0. Para os demais coeficientes:

1 [* L
GQ—EA l‘dl’—g

2/L mmd
ap = — x cos —dx
L J, L

Esta integral pode ser avaliada por partes, fazendo u = x e v' = cos(nmx/L), de modo que

v = (L/nm)sin(nmz/L):

L nwL Lx . nmx|L L [r nwx
rcos —dr = —sin —| — — sin —dx
0 L 0 L

nmw L lo nrm
Assim:
L nwx Lz . nmx|L L? nrx | L
T coS —dxr = — sin -5 Cos
0 nm L lo n°m L lo

Dessa forma, os coeficientes a,, serao:

2 (Lr . nmx N L? nmr ’L
a, = — | —sin cos

" nm L n2m? L
Considerando que sin(nm) = 0 o termo envolvendo o seno sera nulo. Além disso, cos(nm) =

(—1)", de modo que os coeficientes serdo:

2L
n2m?

an = (=)*=1) n=1,2,3,...

Como o termo (—1)" — 1 seré igual a zero para valores de n pares e igual a -2 para valores
de n impares, a expansao para f(z) sera:

(@) L 4L 7r:15+ 1 37rx+ 1 57T:zc+ 1 77Tx+
z)=— — — | cos— + — coSs — + — c0Ss — + — cos ——
2 2 L 32 L 52 L 72 L

Séries em Senos: Considere que f(x) seja uma fungao impar e periddica com periodo 2L.

Isto implica que f(x)cos(nmz/L) é impar e f(z)sin(nwz/L) é par. Como consequéncia:
—0 n=01,23,.

/ f(x sin—daz n=123,...
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Assim:

Exzemplo 04: Obtenha a representacao em séries de Fourier para a funcao f(z) = z no

intervalo —2 < x < 2.

f(x) A
,  2F
d fx)=x ,7
7 7
| I// | | l// | >
-6 44 2 0o 2 %4 6 x
/ /
7/ 7/
7 7
7/ _2 - 7/

Neste caso trata-se de uma funcao impar, o que implica que ag = a,, = 0. Considerando

que L = 2, os coeficientes b,, sao:
2
nmwx
b, = 2/ rsin —dzx
0 2

Resolvendo a integral por partes:

4  nrxr 2 nrx\ |2
b, = sin —— — — cos —— ‘
n2m? 2 nm 2 0

Considerando novamente que sin(nr) = 0:

4 4(—1 n+1
b, = —— cos(nrm) = A=)
nm nm

Assim, a expansao em séries de Fourier sera:

T 1 1 3rx

4
f(:t):; (Sin7—§sinﬂ'x+§sin7—...)

14.3. Expansao em Meio Periodo

Como visto anteriormente, expressoes simplificadas podem ser obtidas considerando que
uma funcao f(z) definida em um intervalo —L < z < L é par ou impar. Na resolugao de
equacgoes diferenciais parciais por separacao de variaveis, é comum surgir funcoes definidas

no intervalo 0 < x < L. Neste caso, as relagoes anteriores podem ser tteis para definir as
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séries de Fourier para fungoes definidas somente nestes intervalo. Isto pode ser conseguido
através da extensao da fun¢do f(x) para um intervalo [—L, L] de modo a se obter uma fungao
para ou impar.

A forma como a fungao é definida no intervalo —L < z < 0 é irrelevante, ja que o intervalo
de solucao é somente 0 < x < L. Por isso, pode-se fazer uma extensao par ou impar da
funcao, conforme for mais conveniente.

Por exemplo, considere uma fun¢ao f(z) definida em [0, L], como apresentado na Figura

flx) i
I X

Funcdo f(x) original

f,(x) N /
Ve = //W \\‘\-_,, A ///
1 | |
-L 5

Extensdo par de f{(x)

B / £, V o
; I
i

a seguir.

~

Extensdo impar de f(x)

A extensao par desta funcao é definida como:

f(=x) —L<x<0
fi=
f(x) 0<z<L
Dessa forma, a funcao f; é par e definida no intervalo —L < x < L, de modo que a série em
cossenos pode ser aplicada. A extensao impar, por sua vez, é definida como:
—f(—x) —L<zx<0
fa=
flz) 0<z<L
De forma similar, fo é impar e definida no intervalo —L < x < L, de modo que a série em

senos pode ser aplicada
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Assim, pode-se usar as séries em seno ou em cosseno para avaliar qualquer fun¢ao no
intervalo [0, L], ou seja, se f; e fo podem ser representadas no intervalo [—L, L], entdo f(x)

pode ser representada em [0, L].
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Lista de Ezercicios - Séries de Fourier
01) Encontre as expanses em séries de cossenos (a) e de senos (b) para as seguintes
funcoes definidas no intervalo 0 < x < L. Para isto, faca as extensoes par e impar da funcao

dada no intervalo —L < z < 0.
a) f(x) == (0<x<1/2)
R: (a)f(z) = 1/4 — (2/7%)(cos 2mx + (cos 67x)/9 + (cos 10mz) /25 + ...) ) f(x) = (1/7)(sin 27z —

(sindmx)/2 + (sinbrz)/3 — (sin8wx)/4+...)

b) f(z) = z* (0<z< L)
R: (a)f(x) = L?/3 — (4L?/7?)(cos(mx/L) — (1/4) cos(2mz/L) + (1/9) cos(3mz/L) — ...) O f(x) =

(2L2/7)((1 — 4/7?)sin(rx/L) — (1/2) sin(27z/L) + (1/3 — 4/972) sin(3wa/L) — . ..)
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15. Problemas de Autovalor

A aplicagao do método de separacao de variaveis para EDP’s envolve a resolucao de pro-
blemas de autovalor e a determinacao de coeficientes através de séries de Fourier. Assim,
antes de analisar o método de separacao de variaveis, serao apresentados os fundamentos

necessarios sobre estes topicos.

15.1. Problemas de Valor de Contorno e de Autovalores

Como comentado em aulas anteriores, equacgoes diferenciais de ordem maior que um podem
gerar problemas de valor inicial (PVI) ou problemas de valor de contorno (PVC), dependendo

da forma como as condigoes sao especificadas. Por exemplo, considere a EDO:

y' 4 p(x)y +q(x)y = g(x)

Até o momento, foram analisados principalmente casos onde condicOes iniciais conhecidas

sao especificadas da forma:

y(xo) = %Yo y'(xo) = yf)

originando desta forma um PVI.
Em muitos casos, os problemas envolvem condigoes conhecidas em pontos diferentes, sendo

estas chamadas de condigoes de contorno, podendo ser expressas, por exemplo, como:

y(a) = yo y(B) =

De forma geral, os PVC’s envolvem uma coordenada espacial como variavel independente.

Assim, a resolucdo de um PVC’s consiste em buscar uma solucao que satisfaz a equacao

diferencial no intervalo o < x < 8 juntamente com as condicoes de contorno especificadas.
Se g(z) = 0, o PVI associado é homogéneo. No entanto, para um PVC ser considerado

homogéneo, além de g(x) = 0, deve-se ter também que yo = y; = 0, ou seja, as condi¢oes

165



de contorno devem ser nulas. Assim como para o caso de PVI, se um PVC for homogéneo,
uma possivel solucao para o problema é y = 0. Esta solucao é chamada de solug¢ao trivial
do PVC homogéneo.

Os critérios adotados para determinar a existéncia e unicidade de PVI’s nao podem ser
diretamente aplicados a PVC’s. Em muitos casos, um PVC pode nao possuir solugao, possuir
infinitas solugoes ou s6 admitir a soluc¢ao trivial (caso for homogéneo). Para ilustrar estes

comportamento, considere os exemplos a seguir.
Ezemplo 01: Obtenha a solucao do seguinte PVC:
y' +y=0 y(0) =1 y(r) =0
Utilizando o método da equacao caracteristica, a solucao da EDO é da forma:
y = ¢y cos(z) + cosin(x)
Aplicando a condicdo y(0) = 1, obtém-se:
y(0) =1 =c1(1) + c2(0) — =1
Aplicando agora a segunda condic¢ao, obtém-se:
y(m) =0=c1(—1) + 2(0) — =0
Como as duas expressoes sao incompativeis, portanto o problema nao possui solugao.
Ezemplo 02: Obtenha a solucao do seguinte PVC:
y' +y=0 y(0)=0  y(m)=0
A solucao da EDO é a mesma do caso anterior:
y = ¢ cos(z) + cosin(x)
Aplicando a condigao y(0) = 0, obtém-se:
y(0) =0 =c1(1) + c(0) — c1=0
Considerando ¢; = 0, a aplicagao da segunda condigao resulta em:
y(m) =0 = cysin(m) = c2(0) =0

Esta condicao é satisfeita para qualquer valor de ¢y, portanto existem infinitas solugoes para

o PVC.
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15.2. Problemas de Autovalor

Em muitos casos os problemas de valor de contorno possuem um parametro A em aberto
que pode assumir diferentes valores, sendo que o problema s6 ird admitir solu¢oes nao-triviais
para determinados valores deste parametro.

Por comparacao, considere um sistema, linear da forma:
Ax = \x

Este problema admite a solucao x = 0 para qualquer valor de A\, porém, para determinados
valores de A\ (chamados autovalores) existem também solugoes nao-triviais (chamadas de
autovetores).

Considere agora o PVC:
y'+ Ay =0 y(0)=0  y(L)=0

De forma semelhante, y(x) = 0 é uma possivel solu¢ao para qualquer valor de A, porém,
novamente irfamos obter a solucao trivial. Os valores de A para os quais a equacao tem
solugoes nao-triviais sao chamados, por analogia, de autovalores e as solugoes associadas
de autofuncoes.

Pode-se mostrar que o problema anterior em especifico s6 ird admitir solucoes nao-triviais
quando X > 0. Neste caso, a equacio caracteristica ¢ 72+ \ = 0, de modo que as raizes serao

r = 4+v/\i e a solucdo geral é:
y = C cos (VAz) + Cysin (VIAz)
Aplicando a condi¢ao de contorno y(0) = 0, temos que:
y(0) = Cycos0+ Cysin0 =0 — ;=0
Aplicando agora condi¢do y(L) = 0, temos:
y(L) = Cysin (VAL) = 0

Novamente, esta condicao pode ser satisfeita aplicando Cy = 0, no entanto, isto ira levar

a solucao trivial. Oura maneira de satisfazer a condicao é:

sin (VAL) =0
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A funcao seno possui valor nulo para os multiplos inteiros de 7:

\/XL:O, w, 2w, 3w, ... =nT
Isolando os autovalores:
nm?
A= 2 n=123,...

O caso n = 0 pode ser omitido pois também ira levar a solucao trivial. Neste caso, o valor
da constante Cy é arbitrario, pois automaticamente a equacao diferencial e as condigoes de
contorno serao satisfeitas paran = 1,2, 3,.... Desse modo, existem infinitas solugoes para o

PVC que podem ser expressas como:

y(x) = Cysin (nmx/L) n=12734,...

Ezemplo 03: Encontre os autovalores e as autofuncoes associadas ao seguinte problema

de autovalor:

Yy +Ay=0 y(0)=0 ' (L)=0
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Lista de Exercictos - Problemas de Autovalor e Séries de Fourier
1) Considere o problema de autovalor:
y' '+ Ay=0 y(0) =0 y(L)=0,L>0
Mostre que para os casos A < 0 e A = 0 o problema s6 admite a solucdo trivial y(z) = 0.

2) Encontre a solucao particular dos seguintes Problemas de Valor de Contorno ou mostre
que o problema nao possui solu¢ao ou possui infinitas solucoes.

a)y"+y=0, y0)=0, y(r)=1 R: y(x) = —sin(x)

b)y"+y =0, y(0) =0, y(m) =0 R: y(z) = ¢, sin(x) (Infinitas solucoes)

)y +y=0, y(0) =0, y(m) =1 R: Sem solugdo

d) y' +4y =sin(z),  y(0)=0,  y(r)=0
R: y(z) = c1 sin(2x) + sin(z)/3 (Infinitas solugdes)

e)y” + 4y = sin(x), y(0) =0, y'(m) =0 R: y(x) = sin(x)/3 — sin(2x) /6

3) Encontre os autovalores que garantem solugdo nao-trivial para os seguintes Problemas

de Valor de Contorno. Encontre também a solucao do problema associada com os autovalores

(autofungoes).
a)y" +dy=0  y(0) = y(m) =0
R: A=n? y(x)=Cys n(nx), n=123,...
b)y"+Ay=0  y(0)= y'(m) =0

R: A= (2n—-1)/2)%, vy(z)= C sin((2n — 1)x/2), n=1,2,3,...

)y +Ay=0 y0)=0 y(m)=0

R: A= ((2n—-1)/2)%, y(z) =Cpcos((2n —1)x/2), n=1,2,3,...
)y +xy=0  y0)=0 y(L)=0

R: A= ((2n— 1)7/2L)%, y(z) = Cpcos((2n — )7z /2L), n=1,2,3,...
d)y'+ry=0  y(0
R: A= (nr/L), o) =

) = y'(L) =
Cpc (nm/L), n=0,1,2,3,.

4) Determine os coeficientes associados com a expansao das seguintes fungoes em séries de
Fourier de senos no intervalo [0, L].

a) f(z)=1 R: C,, = 2(1 — cos(nm)/(nr))

b) f(x) = sin(3rx/L) R:C,=1
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16. Método de Separacao de Variaveis

Diversas equacoes diferenciais parciais com estrutura simples podem ser resolvidas de
forma analitica, sendo o método de separacao de varidveis um dos mais empregados. Por

exemplo, as equacoes do calor, de Laplace e da onda:

ou 0*u Pu  Pu 0 Pu 0%

% Yo a2 oy e = o

sao exemplos de equagoes com grande potencial de aplicagao que podem ser resolvidas por
separacao de variaveis.

A estratégia geral do método de separagao de variaveis é supor que as fungoes de duas (ou
mais) variaveis que sdo a solu¢do da EDP podem ser expressas como o produto de fun¢oes

de uma tnica variavel. Por exemplo, uma solu¢ao da forma u(x,t) pode ser expressa como:
u(z, t) = X(x)T(t)

caso for possivel determinar fungoes X (x) e T'(t) que satisfagam a equagao diferencial parcial
em conjunto com as condic¢oes iniciais e de contorno impostas, tera se encontrado uma solucao
para o problema. Para ilustrar a aplicacao deste método, sera considerado primeiramente a
equacao do calor com condi¢oes homogéneas. Cabe ressaltar que caso alguma condigao de

contorno ou inicial for alterada, a solucao deve ser obtida novamente.

16.1. Equacdo do Calor

Considere, por exemplo, um problema envolvendo a conducao de calor unidirecional em
uma barra com comprimento L. A variacao na temperatura ao longo da direcao x e do
tempo ¢ dada por uma equacao a forma:

ou_ o
ot Ox2
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onde « é a difusividade térmica do material. Considere que as extremidades da barra sao
mantidas em temperaturas constantes, de modo que, na forma adimensional, as condigoes

de contorno podem ser expressas como:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
Além disso, considere que a distribuicao inicial de temperatura é dada por:

u(z,0) = f(x)

onde f(x) é uma fungdo arbitraria.
Esta equacao representa uma EDP linear, de segunda ordem e homogénea. O método de

separacao de varidveis consiste em supor que as solugoes da EDP podem ser expressas como:
u(z,t) = X(x)T(t)

ou seja, como o produto de uma funcao somente de x e outra somente de t. Substituindo na

equacao diferencial:

OX(x)T(t) _  P*(X(2)T(1)

ot “ 02

Considerando que as func¢oes sao consideradas constantes quando derivadas em relacao a

outra variavel, a equacao pode ser reescrita como:

X" 17T

XT' =aTX" — ~ a7
Desta forma, chega-se em uma relacdo do tipo f(x) = g(t). Como tanto x quanto t sdo
variaveis independentes, ¢(¢) nao varia com z, da mesma forma que f(x) nao varia com
t. A tunica forma de satisfazer esta igualdade é se ambas as funcdes forem iguais a uma

constante. Esta constante serd denominada de —A\, sendo que o sinal de menos é utilizado

para simplificar a solucao. Com isso:

X/l 1 T/
XT' =aTX" — — =——==)
“ X aT
Assim, obtém-se duas EDO’s:
X"+ AX =0 T +aXT =0

Estas equacoes nao sao acopladas, portanto podem ser resolvidas separadamente para qual-
quer valor de A\. No entanto, busca-se solu¢oes que além de satisfazer a EDP original, também

satisfacam as condi¢Oes impostas. A equacao para T, em conjunto com a condicao inicial
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u(z,0) = X(2)T(0) = f(z) formam um Problema de Valor Inicial e pode ser facilmente
resolvida, desde que seja conhecida a fun¢do X (z) e f(z) seja especificada.

A equagao para X (x), por sua vez, deve ser satisfeita em duas posi¢oes (contornos) di-
ferentes: x = 0 e x = L. Neste caso, a equagao e as condicoes de contorno formam um

Problema de Valor de Contorno.

16.1.1. Resolucao do Problema de Valor de Contorno

Considere o PVC avaliado anteriormente:
X"+ XX =0
As condigoes de contorno associada sao:
u(0,t) = X(0)T'(t) =0 u(L,t) = X(L)T(t)=0

Uma maneira de satisfazer as condi¢oes é impondo que T'(t) = 0. No entanto, isto implica
que u(z,t) = X(z)T(t) = 0 em qualquer ponto (solugao trivial). Para evitar esta solucao,

deve ser considerado que:

Com isso, a EDO de segunda ordem possui duas condicoes de contorno associadas. Deve-
se agora busca solugoes que satisfacam a equacao X” + AX = 0 e as condi¢Oes impostas.

Esta solucao pode existir somente para determinados valores de A. Neste caso, a equacao:
X"+ AX =0

forma um problema de autovalor.
O problema anterior s6 ird admite solucoes nao-triviais para o caso A > 0. Esta equacao,
em conjunto com as condicoes de contorno anteriores, foram resolvidos na aula anterior,

onde obtéve-se os seguintes autovalores:

n?m?
A= 72 n=123,...
e a solucao associada ao problema obtida foi:
X(z) = C2y,sin (nmz/L) n=12734,...
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16.1.2. Resolucao do Problema de Valor Inicial

A partir do conhecimento dos autovalores A = n?7?/L? a EDO para T'(t) pode ser reescrita

COmo:
an?m?

T +a\T =0 — T + 73

T=0

Definindo p = an?/L*:
T +pn*T =0

A equacao pode ser facilmente resolvida usando o método do fator integrante:
T(t) = C3,e " n=123,...

A constante C3,, depende do valor de n considerado. Com isso, a solu¢ao do EDP inicial
pode ser expressa como:

u(z,t) = X (2)T(t) = C3,e *tC2, sin (?) = Cpe " sin (%) n=123,...

Para cada valor de n, obtém-se uma solucao que satisfaz a equacao diferencial em conjunto
com as condi¢oes de contorno associadas. No entanto, a condigao inicial u(x,0) = f(x) ainda
nao foi satisfeita.

Assim como visto anteriormente para PVI’s de segunda ordem, se duas funcoes sao solu-
coes de uma determinada equacao diferencial, entao qualquer combinacao linear entre elas
também serd solucao. Este comportamento pode também ser estendido para este caso, de
modo que as solugoes para cada valor de n podem ser agrupadas em uma combinagao linear,
de modo que esta combinagao também serd solucao da equacao diferencial e ird satisfazer as
condigoes de contorno. Caso for possivel determinar os coeficientes de modo que a condigao
inicial também seja satisfeita, terd se encontrado uma solucao da equagao em conjunto com

todas as condigoes impostas.

16.1.3. Superposicdao das Solucoes

Para cada valor de n serd obtida uma solucao que satisfaz a equagao diferencial e as

condigoes de contorno em z(0) e x(L).

Principio da Superposicao: Se os termos do conjunto u,, = uy, usg, ... , Uy Sa0 solucoes

de uma EDP linear homogénea, entao a combinagao linear:

U = CiU1 + CoUs + ...+ CNUN
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também serd uma solugao. Além disso, se u, contém todas as solugoes possiveis da equacao,

entao u com certeza engloba o conjunto fundamental de solucoes da equagcao.

Considerando o principio de superposicao, a solucao geral da EDP sera a soma das solucoes

para cada valor de n multiplicadas por uma constante:

o0
u(z,t) = Z Cpe "' sin (nmz/L)
n=1
Considerando que a fun¢do seno estd limitada no intervalo [—1,1] e g é uma constante
positiva, esta série converge no intervalo 0 < x < L.

Esta solucao satisfaz as condig¢oes de contorno, porém, a solu¢cao do problema deve também

satisfazer a condicao inicial u(x,0) = f(x). Substituindo na solucao geral:

u(z,0) = iC’n sin (n_z:r) = f(x)

Assim, deve-se determinar os valores de C), de tal forma que o somatoério convirga para

f(z) em t = 0, como sera apresentado a seguir.

16.1.4. Solucao Particular da Equacao do Calor

A equagao obtida anteriormente:

f(z) = i C, sin (?)

onde f(x) é uma funcdo conhecida, corresponde exatamente a séries de Fourier em senos.

Portanto, os coeficientes sao dados por:
9 L
C, = z/o f(z)sin (?) dx

Os valores de C),, poderiam também ser obtidos multiplicando-se a equagdo anterior por
sin(mmx /L), com m sendo um inteiro positivo, integrando de —L a L e utilizando as relacoes

de ortogonalidade.

Desse modo, a solugao particular do problema é:

N et (mrx)
u(zx,t) ; e sin (——
onde

2 [F . (NTT
C, = z/o f(z)sin <T) dx
17

4



Por exemplo, considere um caso onde f(x) = 1. Com isso, pode-se obter que:

C, = 3(1 — cos(n))

nm

u(z,t) = g (%(1 - Cos(mr))) e H’t gin (?)

A partir do conhecimento dos parametros L e u = an?/L?, pode-se obter a solugio para
qualquer x e t. Para ilustrar, considere um caso onde L = 1 e o« = 107*. A variacdo na

temperatura u(z,t) é ilustrada na figura a seguir.

Para ilustrar melhor, na figura a seguir sao apresentadas as curvas de u(z, t) para diferentes
valores de t. Estes resultados foram obtidos considerando 500 termos na série de Fourier.

Como pode ser visto, para t = 0 a solucao apresenta uma pequena oscilacao. Isto se deve
a uma inconsisténcia que existe entre as condicoes de contorno e a condicao inicial. Por

exemplo, a condicao de contorno em x = 0 expressa que:
u(0,t) =0
Em contrapartida, a condigao inicial (considerando f(z0) = 1) implica que:

u(z,0) =1
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u(x,t) 1.0 t=0 4

0.8 t=100
0.6 _ e—
' t="750
0.4 L
B _t=1500
0.2 - /// \\\\\
& \\ :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

No ponto u(0,0) existe uma sobreposicao das condi¢oes (uma diz que deve ser zero e outra
diz que deve ser um). Isto gera uma descontinuidade na solugao obtida, o que faz com que a
expansao em séries de Fourier oscile préximo a este ponto. Este comportamento é conhecido
como fendmeno de Gibbs. Esta oscilacao nao desaparece se mais termos na série forem
considerados, porém ocorre um aumento na frequéncia da oscilagao. Cabe destacar que
esta oscilagao para os instantes iniciais é puramente numérica, nao deve-se esperar que este

comportamento ocorra de fato em um sistema fisico.

16.2. Equacdo de Laplace

A equacao de Laplace é muito aplicada para a modelagem de problemas de difusao es-
taciondrios em mais de uma dimensao. Por exemplo, considere uma placa plana onde trés
fronteiras sao mantidas em uma temperatura 77 e uma fronteira é mantida em uma tempera-
tura f(x). Definindo § = (T —T1)/(To—T}), onde T; é a temperatura maxima, a distribuicao

de temperatura 6(z,y) é dada pela equacao:

P, o
ox2  Oy?

Diferentemente da equacao anterior, esta equacao nao envolve uma condigao inicial. Para

0

resolver a equacgao, é preciso especificar condicoes para a variavel nas quatro fronteiras do
sistema. Esta condigoes podem ser um valor conhecido para a varidvel, como neste caso
(condicoes de primeira espécie) ou podem envolver a derivada da variavel em relacao a

direcao normal a superficie.
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}1? J*B:f(x)

1%

Il
o

0 =0— 0(x,y) — 0

0=0

Para o caso avaliado, as condi¢oes impostas sao:
000,y)=0  0(z,00=0  0(Ly)=0 Oz, W)=f(z)
Utilizando o método de separacao de variaveis, serd buscada uma solucao da forma:

0(z,y) = X(2)Y (y)

Substituindo na EDP e separando as variaveis:

1d’X  1d%Y

X dz?2 Y dy?
Novamente, tem-se uma situacao onde f(z) = g(y), o que s6 pode ser satisfeita se ambas
forem iguais a uma constante. Neste caso, serd chamada de A2 para evitar o uso de v/X. Além

disso, neste caso, caso a constante fosse negativa, a tnica solugdo possivel seria a trivial.

Com isso, obtém-se dois problemas de autovalor independentes:

?X
—— + XX =
dx2+
Y,
d_yQ_)\Y_O

Ambas equagoes de segunda ordem, lineares e homogéneas podem ser facilmente resolvidas
utilizando a equagdo caracteristica. A equacdo para X (z) ird possuir raizes rj, = £\i, de
modo que a solucao geral seré:

X(z) = C} cos(Ax) + Cysin(Az)
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Para a equacdo para Y (y), as raizes sao 112 = £\, de modo que a solugio é:
Y(y) = Cse™ + Cye™v
Com isso, a solucao geral da EDP é:
0(z,y) = (Cy cos(Ax) + Cysin(Ax))(Cae™ + CyeV)

Para determinar a solucao particular, é preciso definir as quatro constantes de integracao
e a forma dos autovalores.

Utilizando a condicdo 6(0,y) = 0, temos que:
0(0,y) = (C1 cos(0) + Cysin(0))(Cse™ + Cye??) = 0

C1(Cze™ + Cue) = 0
Para igualdade s6 pode ser satisfeita para qualquer valor de y no intervalor se C; = 0.
Aplicando a condi¢ao 6(z,0) = 0:

0(z,0) = Cysin(Az)(Cse” + Cy4e°) = Cysin(Az)(Cs + Cy) =0

Uma das maneiras de garantir a igualdade é fazendo C5, no entanto, isto iria implicar que
X(z) = 0 e portanto seria obtida a solucdo trivial. Outra maneira de satisfazer a igualdade
é impondo que:

Oy =—-Cy

Dessa forma, até o momento, temos que:
X(z) = Cysin(Ax) Y (y) = Cu(e — ™) — 0(z,y) = Cssin(Az) (e — e™)
Utilizando a terceira condigao de contorno homogénea 6(L,y) = 0:
O(L,y) = Cssin(AL)(e™ —e™) =0

Caso a condicao Cs = 0 fosse considerada, novamente irfamos recair na solugao trivial.

No entanto, o problema também admite solucao para os casos onde:

sin(AL) =0  — A:% n=1,2,3,...

Dessa forma, a solugao sera da forma:

9(1’, y) - Cn Sin(%)(enﬂy/l/ _ efnrry/L)
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onde a constante Cf foi substituida por C,, pois ird depender do valor de n.

Para simplificar a expressao obtida, pode-se considerar que:
e/l gmnmy/L — 2sinh(nmy/L)
Assim, juntando a constante 2 com as constantes C),:

O(z,y) =C, SIHTSI hnzy

Novamente, considerando o principio de superposicao, a solugao geral serd a combinagao

linear das solucoes para cada valor de n:

Z C,, sin @ sinh nzy

Para determinar as constantes C,,, pode-se utilizar a condi¢do de contorno 6(z, W) = f(z):

Oz, W) Z C), sin @ sinh m;W

Considerando a expressao obtida anteriormente para a expansao em Fourier em séries de

senos:
nmwx
=N "p, sin ——
f(x) ; sin —
Reconhecendo que
by = i sinh "7
n = O, sin
L
os coeficientes sao dados por:
b, = C,, sinh er / flx sm—dx n=1,2,3,...

Desse modo, a solucao para o problema pode ser expressa como:

=5 (2 [ o) 1) sl

Por exemplo, considere o caso onde a fronteira superior é mantida em 75, de modo que

f(z) =1 ao longo de toda a fronteira. Com isso, pode-se avaliar a integral:

. nmx L nra L nmx |*=L
f ) sin —d:c = sin ——dr = —— cos ——
0 L nm L le=o0

=—— —1
mr(cos nw —1)

Assim, a solucdo para este caso seria:
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2 i (1 — cos(n)) in (mrx) sinh(nmy/L)

O(z,y) = L / sinh(nmW/L)

T n
n=1

Como n é um inteiro positivo:

NE

2
9($,y):: ;

(=)t +1) “in (mr:c) sinh(nmy/L)

n L/ sinh(nmW/L)

1

n

Considerando W = L =1 e avaliando os primeiros 500 termos da série, obtém-se o perfil

de temperatura apresentado a seguir.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

1.0

0.8

0.6
-0.6

04 0.4

0.2}

0.0

0. .0
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Lista de Exercicios - Método de Separacao de Varidveis

1) (Equagdo do Calor) Considere a seguinte equacao diferencial parcial com as condigoes

de contorno e inicial associadas:

ou  Ju
ot da?
u(0,t) =0 u(m,t) =0 u(z,0) = f(z)

Encontre a solu¢ao u(x,t) para para o caso onde f(z) = sen(z).

2) Considere uma barra homogénea com comprimento de L = 50 cm que esté inicialmente
a uma temperatura de 100°C'. Esta barra possui sua superficie lateral isolada, de modo que
troca calor somente pelas extremidades. Se esta barra for mergulhada em um banho a 0°C,
determine a temperatura em seu ponto médio apds 30 minutos (1800 s), supondo que (a) a
barra ¢ feita de um material isolante, com o = 0.025 cm?/s e (b) a barra ¢é feita de um metal,
com a = 0.35cm?/s. Considere que a equagao que descreve a variacao da temperatura ao

longo do tempo e da posicao x é:
00 %0
— = 0—
ot 0x?

e que as condicoes de contorno e inicial associada sao:
0(0,t) =0 0(50,t) =0 0(x,0) =100
R: (a) T =98.32°C, (b) T = 10.59°C

3) (Equac¢do da Onda) Considere uma corda elastica de comprimento L esticada entre
dois suportes em um plano horizontal. O deslocamento vertical u(x,t) da corda em um

ponto x no instante ¢ é dador por:

o2~ 0a?

onde a? é uma constante que depende do material.

Pu 0%

(a) Mostre que esta equagao pode ser separada em duas EDO’s do tipo:
X"+ 22X =0 T" +a*XT =0

(b) Utilizando o método de separacao de variaveis, mostre que a solugao geral deste pro-

blema é:

u(z,t) = (¢1 cos(VAL) 4 ¢osin VAz) (5 cos(aV/At) + ¢y sin av/At)

181



(c) Considere que a corda esteja fixa em x = 0 e 2 = L, de modo que:
u(0,t) =0 u(L,t) =0

Além disso, assuma que a velocidade inicial da corda é nula, de modo que a derivada de
u(z,t) em relacdo a t em ¢t = 0 é zero. Considere também que a posi¢ao inicial da corda é

dada por uma funcao f(z), de forma que:

u(z,0) = f(x)

Utilizando as condi¢oes fornecidas, mostre que os problema s ird possuir solu¢oes nao-triviais

para os autovalores:

n?n?

A= 72

(d) Mostre que a solugao particular sera da forma:

o0

nmwy nmwat
u(x,t) = Cp, SIN —— COs
)= 3 e
n=1
onde os coeficientes sao dados por:
nmx
/ f(z Sin—dx n=1273,...

4) (Equagao de Laplace) Encontre a solucgao u(z,y) da equacdo de Laplace no retangulo

0 <z <a,0<y<b, que satisfaz as seguintes condicoes de contorno:

u(0,y) =0 u(a,y) =0 0O<y<b
u(z,0) = h(x) u(z,b) =0 0<z<a
R:u(z,y) =300 =2 [ h(x)sin 222 dg(enm=20)/a — g=nmy/a)
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Anexos
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A. Integrais Improprias

Integrais improprias sao integrais definidas onde pelo menos um dos limites de integragao
tende ao infinito (tipo 1) ou existe alguma descontinuidade infinita no intervalo de integracao

(tipo 2). Por exemplo:

f(x) :/100 %dm / —dx

25t g(x)

(%)

A.l. Integrais com Intervalos Infinitos

Considere a fungdao f(z) = 1/2? integrada desde 1 até um ponto b qualquer. A integral

representa a area abaixo da curva entre estes dois pontos (S(b)):

b 1
—dr=——| =—-+1
/ . 1 b+

Para nenhum valor de b > 1 esta area serd maior que 1. Conforme o valor de ¢ aumenta,

mais a integral se aproxima de 1. Assim:

limS(b):liml—%zl

b—o0 b—o0
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Assim, mesmo sendo avaliada em um intervalo infinito, a integral converge para um valor
finito.

O mesmo procedimento pode ser usado para definir integrais improéprias com limites infi-
nitos de forma geral como:

/00 f(x)dx = bli_)m bf(a:)da:

a

ou

/ZgﬂxﬁM::ggiAaf@ym

Estas integrais sao convergentes caso os limites existam e divergentes caso os limites nao

existam.

Exemplo 1: Determine:

>~ 1
/ —dx
. T

i) = lim (In(b) — In(1)) = lim In(b) = oo

b—o0 b—o0

A integral pode ser avaliada como:

"1
lim [ —dx = lim (1n|a:|

b—o0 1 X b—o0

Portanto, esta integral diverge.

Exemplo 2: Determine:

0
T
——d
/_oo T+ a2

Para avaliar a integral, pode-se fazer uma mudanca de variaveis do tipo u = 1 + 22, de
modo que du = 2xdr. Quando z = 0, temos que v = 1 e conforme x — oo o valor de

u — 0o. Assim:

/1 1 4 . 1t . 1 N 1 1
—au = 11m _— = lim —_— — | = ——
oo 2u2 b——o0 2u b b——o0 2 2b 2

Exemplo 3: Determine:
0
/ re®dx

A integral impropria pode ser avaliada como:

0 0
/ redr = lim re®dx
Esta integral pode ser resolvida por partes, fazendo u = x e dv = e®dx, de modo que

du = dx e v = e®. Assim:

0
/uv' = uv — /vu’ — / re®dr = ze®
b

185

0 0 0 0
— edr = ze® r
b b b

— €

b



Substituindo na expressao anterior:

0 0
ze¥dr = lim | xze® ‘ —e”
P b——o0 b

O limite do primeiro termo gera uma indeterminacao, podendo-se aplicar a regra de

L’Héspital:

0) = lim (—be” —1+¢")

b b——o0

i ) b ) .
lim —be? = lim —— = lim — — lim ¢ =
b——o00 b——o0 e_b b——o0 —e_b b——o00

Assim, temos que:

0
/ zetdr = lim (—beb—l—l—eb):O—l—i-O:—l

oo b——o0

Ezxzemplo j: Determine para quais valores de p a integral a seguir converge e obtenha

uma expressao para o valor da integral em func¢ao de p (considere que p # 1):

> 1
/ —dx
1 xP

Avaliando a integral, temos que:
00 b —p+1
1 s
/ —dz = lim —dz = lim
1 aP b—oo f; aP b—oo \ —p + 1

tt=r 1
lim (_)
b—o0 p— 1

Para que a integral ndo divirja, é necessario que o termo b'~? decresca conforme b — oo,

b pl-p 1p-1
= lim —
1 b0 \1—p p—1

0 que ocorre sempre que p > 1. Assim, a integral resulta em:
1 1
/ —dr = —— p>1
1 P p—1

Ezemplo 5: Determine para quais valores de s a integral a seguir converge e obtenha

uma expressao para o valor da integral em funcao de s:
e.9]
/ e *ttdt
0
A integral impropria pode ser avaliada como:
00 b
/ e tdt = lim [ e *tdt
0 b—oo [

Esta integral pode ser resolvida por partes, fazendo u = t e v/ = e7*!, de modo que du = dt

b __—st |p b —st _—st
e e e
/ e St = t| + / dt = t
0 s 0 0 S s
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be—sb e‘Sb 1

S 52 52

) befsb efsb 1
lim | — — + =
b—00 s 52 s2

O primeiro termo pode ser avaliado usando a regra de L’Hospital:

Avaliando o limite:

be—sb
lim — s = im ;
b—00 s booo  SES b—oo  S§2e8

Para que o limite acima nao divirja, é necessario que s > 0. Considerando isto, o limite

tende a zero. Assim:

o0 b —sb —sb 1 1
/ e_Sttdt:lim(—e —62 +_2>:_2 s>0
0 b—oo S S S S

A.2. Integrais com dois intervalos infinitos

Em muitos casos é necessario avaliar uma integral dentro de todo o intervalo (—oo, 00).
Neste caso nao é possivel simplesmente utilizar uma variavel auxiliar e calcular o limite, pois
o limite deve ser aplicado nos dois extremos. Quando isto ocorrer, deve-se dividir o intervalo

de integracao em (pelo menos) duas partes. Por exemplo:

/_o; flz)dz = /_; f(z)dz + /aoo f(x)dx

Ezemplo 6: Determine a integral:

oo z
—d
| o

Esta integral pode ser avaliada em duas partes. Por conveniéncia, podemos usar a = 0:

> T 0 T o0 T
" de= —2 4 S, |
/m<1+x2>2 v /m<1+x2>2 “/o At 222

O primeiro termo ja foi avaliado no Exemplo 2. De maneira semelhante, pode-se avaliar

o segundo termo fazendo-se a substituicdo v = 1 + 2%

> 1 _ 1b _ 1 1 1
—du = lim | —— =lm(——+=-)==
L 2u? b—oo \ 2ul1 b—oo \ 2b 2 2

& T 1 1
T p=—Z4-=0
/_ T="5%3

Assim:



Ezxemplo 7: Determine a integral:

o0 1
—d
/_oo 1+

Considerando a = 0, esta integral pode ser dividida em duas partes da forma:

/m;da:—/o Lm/m;m
oo (T 22y ) (14 2?) o (1+22)

Avaliando o primeiro termo:

0 0 0

/. A= ) e = i arctan(o)]
Considerando que a fungio tangente esta limitada entre —7/2 e 7/2 e que arctan(0) = 0,

temos que:

0 T

‘ = lim arctan(b) = —

li —
im arctan(zx) L= m 5

b——o0
Da mesma forma, a segunda integral pode ser avaliada como:

> 1 b1 b
/ ——dr=lim [ ————dz = lim arctan(z)| = lim arctan(b) = T
0 (1 + IL‘Q) b—oo J (1 + l'2> b—o0 0 b—o0 2

Assim:
OO 1 T
——dr=—-+—-=m
IRt
Obs.: Como a funcao tangente é periddica, de forma alternativa poderia-se utilizar outros

argumentos, como por exemplo tan(r) = 0, sendo neste caso a fungao definida entre 7/2 e

37 /2. O valor da integral, no entanto, ndo seria afetado.

A.3. Intervalos de integracdo contendo descontinuidades

O segundo caso de integrais impréprias ocorre quando existe uma descontinuidade infinita

no intervalo de integracao, por exemplo:

1
1

/ —dx
0 m

Neste caso, a funcao nao ¢é definida em x = 0. De maneira semelhante ao empregado para
as integrais com limites infinitos, a integral impropria de uma func¢ao f(x) continua em um
intervalo [a, b] a ndo ser por uma descontinuidade em x = b pode ser avaliada como:

b b—e
/ F@)de =Tim [ f(x)da

e—0 a

188



De forma semelhante, caso a descontinuidade for em x = a, a integral ¢ avaliada como:

/ f(z)dz = lim f(z)dx

e—0 ate

Caso a descontinuidade infinita ocorrer para um ponto z = ¢ dentro do intervalo [a, b

(a < ¢ < b), deve-se separar a integral em duas partes a avaliar o limite em cada uma delas:
b

/abf(x)dx:lim/ f(@)de+lim [ f(x)d

e—0 ote
Ezxemplo 8: Avalie a integral impropria:
/ U dx
0o V 11—z
Esta integral ¢ impropria devido a descontinuidade observada em x = 1. Avaliando o

limite:
1. 1—e dZU
1m e
=0 Jo V1 —2x

A integral pode ser resolvida através de uma substituicao do tipo u = 1 — x, de modo que

du = —dz. Os limites passam a ser avaliados entre u =1 e u =0+ e€:
O+e du 0+e O+e¢
lim ——— = lim —u 2y = hm ( 2\/_‘ )
e—0 u e—0

hm( 2\/0—-1—6+2\/_>

1
1
1

Esta integral possui uma descontinuidade infinita em x = 0, sendo por isso impropria.

Ezxemplo 09: Avalie a integral:

Fazendo ¢ = 0, podemos avaliar os limites como:

1 g 0—c 1 1
/ —zda: = lim (/ —dx +/ —dm) =
-1 =0 \J1 O-+e

1 . 1 1
=lm(-—-1—-1+-) =
-1 xle e—0 \ € €

Portanto, a integral diverge. Observe que, caso a presenca da descontinuidade fosse des-

considerada, a integral seria avaliada como:

Considerando que a fungio f(z) = 1/2% é positiva para qualquer valor de z, este resultado

nao possui sentido algum.
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Ezemplo 10: Avalie a integral:

2 1
/0 @12

Esta integral possui uma descontinuidade em x = 1, portanto deve ser avaliada em termos
dos limites:

2 1 1—e¢ 1 2 1
———dr =1 —d li —d
I @R TS o T st

Para resolver as integrais, pode-se fazer a substituicao u = x — 1, de modo que du = dx.

Com isso, os limites de integracdo passam a ser avaliados entre u = —1 e u = 1, com a

descontinuidade aparecendo em x = 0:

2 1 ) 0—e 1 . 1 1 .
/0 o= ppte i | et =
—€ 1
=1lim3u"?| +lim3u'?| =lim (—361/3 +3+3— 351/3) =6
e—0 -1 =0 € €e—0

A.4. Teste de Comparacao

Em determinadas situacoes nao ¢ possivel determinar o valor exato de uma integral im-
propria, mas ainda assim é possivel saber se ela é convergente ou divergente por comparagao
com integrais conhecidas.

Teorema: Considere duas fungoes continuas f(x) e g(x) com f(x) > g(xz) > 0 parax > a:

Se [ f(z)dz ¢ convergente, entao [ g(z)dx também ¢ convergente;

Se [ g(x)dx ¢ divergente, entdo [ f(x)dx também é divergente.

FExemplo 11: Mostre que floo e~ dx & convergente.

_ 2 _ . .
2 > 7, desse modo e < e~®. Como visto anteriormente, a

/ e “dx
1

é convergente. Logo, pelo teorema apresentado anteriormente, a integral de e~

Para x > 1, temos que x

integral

2 2
** também

converge.

Ezemplo 12: Determine para quais valores de s a integral a seguir converge e obtenha

uma expressao para o valor da integral em fungao de s (Considere a como uma constante):
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F(s) = /Ooo e * sin (at)dt

A integral pode ser determinada em termos do limite:
b
F(s)=lim [ e *sin(at)dt

b—o0 0

Esta integral pode ser avaliada por partes, fazendo:

u=e — u = —le’St
s
v = sin(at) — v =acos(at)

Substituindo na integracao por partes:
b b 1
F(s) = lim (e_St Sin(at)‘ —/ a cos(at) (——e‘“) dt)
b—o0 0 0 S

b b
F(s) = lim (eSt sin(at)’ + 2/ e cos(at)dt)
0

b—o0 0 S

ou ainda:

Pode-se avaliar os limites do primeiro termo:

b
lim (e~ sin(at)‘
b—o0 0
Para que a integral acima seja convergente, é necessério que o termo e~** diminua conforme

b — 00, 0 que ocorre desde que s > 0. Considerando isto e também que sin(0) = 0, o limite

acima resulta em 0 — 0.

A integral na equacao anterior também pode ser resolvida por partes. Assim:

W=t = u= —le_“
$
v = cos(at) — V' = —asin(at)

Assim:

b b

1 b 1
lim (/ e Cos(at)dt> = lim (——eSt cos(at)‘ —/ —e”asin(at)dt)
b—o0 0 b—o0 S 0 o S

Substituindo na expressao anterior:

a .. 1 —st b CLQ : ’ —st L3
F(s)=—lim | ——e¢ cos(at)’ — — lim e " sin(at)dt
S b—oo S 0 S b—oo 0
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Pode-se observar que a integral no lado direito corresponder exatamente a definicao de

F(s). Assim, pode-se reescrever a equagao anterior como:

F(s) = =% tim (e cos(an)] ) - S F(s)
§) =~ im { ™ cos(at)| 2 L(s
Avaliando os limites do primeiro termo (considerando s > 0):
— 2 i et Cos(at)‘b = —g(O —-1)= 4
52 b—oo 0 52 52
Assim:
a? a a? a
F(s)—l—?F(s):? — 1+§ F(s):?
o que pode ser escrito como:
s* 4+ a® a s a
F(s) == — F(s)= 55—
( s ) (s) s (s) (52 4 a?) s*
de modo que:
a
F(S) = m s>0

13) A velocidade média das moléculas em um gas ideal ¢ dada por

4 MNP
o2 (M ~Mv?/(2RT)) 4
v \/7?(2RT) /0“6 v

onde M é o peso molecular do gas, R a constante dos gases ideais, T a temperatura e v a

velocidade molecular. Mostre que:

- 8RT
VoM
1. ~ . M .
Para facilitar a resolugao, pode-se definir § = 57=:
U= i53/2 h v3e " dy

N

Devido aos limites de integracao, a integral é impropria. Avaliando o limite:
b 2
lim ve ™ dv
b—oo J

2

Para resolver a integral, pode-se realizar a substituicao v* = u, de modo que du = 2vdv.

Os limites de integracao passam a ser avaliados entre u = 0 e u = b*. Assim:

b , b , b2 1 1 [
/ v3e " dy = / v2e " pdy = / ue % Zdu = —/ ue %du
0 0 0 2 2 Jo
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Esta integral pode ser resolvida por partes, fazendo:

f=u — df =du

Substituindo no limite:
1 ( we 0Bt ]
lim = [ —

0 02

b—oo 2 5

v’ o 1 _1 2 —6b? _1 -6 _ 0
0)1&A5@6) ple” =)

_SH2 .
Como § > 0, os termos e°" tendem a zero conforme b — co. Como visto em exemplos

¥ pode ser resolvida por L'Hospital e tende a zero. Assim:

anteriores, a indeterminacio b?e~°
b
. 52 1
lim Ve dv = —
b—oo Jg 262

Substituindo na expressao para a velocidade média:

2
Vi o Vi 20 Jm/s Vo

Substituindo a definigao utilizada para 0 = 55=

_ 8RT
V=14 ——

M
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Lista de FExercicios: Integrais Improprias

1) Obtenha (quando possivel) o valor das seguintes integrais:
a) h)

/OO e Tdr /7r/2 sinx d:L'
0 o V1—cosz

& T
———dx
c) /_oo Va2 +2
1
1 )
—dx j)
/0 v 31

d) i, /_Oo :U2+9dx
x
d
/_1 1+ a2 k)
e) /OO dx

f) 1 /31d
00 —F=qax
/Z['+ d 037\/5
1

0o 5 0 e
/ ze ¥ dx / dx
0 et —1

2) Determine para quais valores de s as integrais a seguir convergem e obtenha uma

expressao para o valor da integral em func¢ao de s:

a) c)

/ e~ (40T gy / mxdx
0 1 xf
oo [o@) 1
/ e 52 dr / dx
0 . z(lnz)s

3) Mostre que:

onde a é uma constante.
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4) A massa de uma substéancia radioativa decai exponencialmente com o tempo, da forma

kt

m(t) = mpe"™, onde m(t) é a massa no instante ¢, my a massa inicial e k uma constante

negativa. A vida-média (M) de um atomo neste material é dada por:
[e.e]
M= —k / teMdt
0

No caso do is6topo Carbono-14 (usado em datacao), o valor de k ¢ -0,000121 anos~!. Calcule
a vida-média de um atomo de C*%.

R: M = 8264.5 anos

5) A Lei de Newton da Gravitagao Universal implica que o trabalho necessario para des-
locar um corpo de massa m sob acao do campo gravitacional da Terra de um ponto r = a

até um ponto r = b > a é dado por:
b
MG
W:/ e e
o T

onde My é a massa da Terra (=~ 5.98 x 10** kg) e G é a constante gravitacional (= 6,67 x

1071 Nm?2/kg?). Determine o trabalho necessario para lancar um satélite de massa 1,000 kg
da superficie terrestre (a = R = 6.37 x 10° m) para fora do campo gravitacional (b — o0).

R: W ~6.26 x 101 Nm,

6) Para que um objeto de massa m possa deixar o campo gravitacional de um planeta
de massa M, é necessario que este seja lancado a uma velocidade superior a velocidade de
escape, vg. Esta velocidade é determinada de modo que a energia cinética muv? /2 seja superior
ao trabalho necessario para lancar o objeto. Com base na Lei de Newton da Gravitacao
Universal (apresentada no exercicio anterior), determine a velocidade de escape necessaria
para lancar este objeto da superficie do planeta (a = R) para fora do campo gravitacional
(b — 00).

R: vy =+/2GM/R
7) Uma funcio de densidade de probabilidade f(z) é definida de modo que:

IECEE

A probabilidade de um determinado valor x estar dentro de um intervalo a > x > b é dada
por:

b
P(a >z >b) :/ f(z)dz
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Em uma fabrica de circuitos impressos, determinou-se que a vida 1til destes circuitos segue
uma fungao da forma f(z) = ce * para z > 0 (ou seja, f(x) = 0 para x < 0), onde z é dado
em horas e ¢ ¢ uma constante.

a) Para quais valores de ¢ a fungao f(x) define uma fung¢ao de densidade de probabilidade?

b) Considerando ¢ = 0.002h7!, qual é a probabilidade dos circuitos possuirem uma vita

util inferior a 1000 horas?
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B. Introducdao ao Wolfram Mathematica

O material a seguir apresenta uma introdugao aos comandos bésicos utilizados no software
Mathematica. O texto foi elaborado no longinquo ano de 2010, portanto algumas funcoes
podem ter sido alteradas nas versoes mais atuais. Porém, de forma geral, a sintaxe utilizada
continua a mesma, portanto o material ainda é ttil como guia para um contato inicial com
0 programa.

Nos dltimos anos a Wolfram tem mantido um programa chamado Wolfram Programming
Lab, que disponibiliza acesso as funcionalidades do Mathematica sem ser necessario instalar
o software. Este programa esta disponivel online no endereco:

https: / /lab.open.wolframcloud.com /app/

Acessando a funcao Create a New Notebook serd criado um notebook onde é possivel

utilizar a ferramenta.

B.1. Uma Visao Geral Sobre o Programa

A primeira caracteristica marcante sobre a estrutura do Mathematica é o fato de ele ser
um programa do tipo CAS (Computer Algebra System). A grande vantagem desta classe
de softwares é a possibilidade de operacoes simbolicas, ou seja, permite a manipulacao de
equacoes matematicas expressas na forma de simbolos. Este tipo de estrutura é bastante
diferente da aproximacao numérica realizada pela maioria dos programas na area das enge-
nharias. Outros exemplos de softwares CAS sao o MathCad, Maple, Cadabra (para Linux)

e SAGE (Open Source e com licenca livre).

B.1.1. Comandos Basicos

Para resolver uma operacao matematica simples, basta digitar as expressoes e em seguida

usar o comando Shift + FEnter. Este comando é utilizando sempre que se deseja resolver um
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conjunto de valores de entrada. Quando feito isto, o programa ird atribuir uma nomeacgao

In para os dados de entrada e uma nomeagao Out para os de saida.

nEl= (3 +1) 72 4+ 8gqrt[16] +Sin[Pi/f 2]

out[fi]= 20

Cada entrada pode ter uma ou mais saidas correspondentes (dependendo do nimero de

expressoes utilizadas).

Pode-se também alocar um valor para uma determinada variavel:

In[r]:=

a=45
b=-a-10
c="h-10

out[fl= 45
outfg]= 35

oumfel= -10 + &

Percebe-se que o Mathematica é um software case sensitive, ou seja, existe uma diferenci-
acao entre maitsculas e minasculas (a # A). Este detalhe é muito importante quando forem
definidas as fungoes, pois isto costuma ser fonte de muitos erros.

Sempre que possivel, o resultado serd expresso em sua forma mais simples, o que fica bem

evidente quando se opera com fragoes. Por exemplo:

In[10]:=
21528

3
Out[10]= 3

Caso queira-se obter o resultado numérico, basta “forcar” o programa para retornar neste

formato, através do comando NJ /[:

In[11]:=
H[21/28]

out[ii]= 0. 75
Dica de Sobrevivéncia: Por padrio o Mathematica aloca o wvalor da iltima saida na

varidvel genérica %. Porém, ¢é sempre aconselhdvel dar mome as varidveis, pois isto pode

evitar muitas confusoes. ..
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Uma fun¢ao muito atil do programa, especialmente quando nao se tem muito conhecimento

sobre os comandos basicos, sdo as Palettes, especialmente a BasicMathInput':

Basic Math...[X]

U fracao
Ve ¥
integral indefinida ———aza 4,4 derivada primeira
integral definida —— —f'@“ %=l  derivada segunda
somatorio ————— 2= [I» multiplicatorio

m[:]
= ¢t jnfinito
N ]
= # % z =
- v U
& & ¥y 4 €
PRI B §
gov £ op
A letras gregas
w I A®
A E P F 0
L
R

Exemplos de uso:
In[22]:=

o, (x*2+¥"2)

O[22 2 X

In[23]:=
Oy x(x"2+¥"2)

otz 2

In[2d]:=
Oy (X2 +¥"2)

Outfz4)= 0

B.1.2. O Basico Sobre Comandos

Através de comandos especificos pode-se solicitar que o programa execute determinadas

acoes. Um comando normalmente possui a seguinte forma:

Comandol|[{argumentol },{argumento2}|

INas versoes atuais, também chamada de Basic Math Assistant.
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onde o nimero de argumentos ¢ variavel, dependendo do comando.
Existem algumas regras que devem ser seguidas na entrada de comandos, dentre as quais

pode-se destacar:

1. Os argumentos devem ser inseridos entre colchetes;
2. Caso houver mais de um argumento, estes devem ser separados por virgula;

3. Todos os comandos comecam com letra maitscula. Comandos compostos por mais
de uma palavra devem possuir letra maitscula no comeco de cada palavra, como por

exemplo: FxpToTrig, ArcSin, NSolve, etc.

Um detalhe importante a ser observado é quanto a coloragao da fonte. Quando o comando
comeca a ser digitado, a cor atribuida sera azul. Assim que o conjunto de caracteres adquirir
a forma de um comando conhecido, a sua coloracao serd preta.

Existem centenas de comandos que podem ser utilizados, de modo que torna-se inviavel
discutir sobre todos eles. A seguir serao apresentados alguns comandos basicos de grande

utilidade.

Aproximacdao Numérica
Conforme mostrado anteriormente, o comando N[ | pode ser utilizado para encontrar uma
aproximacao numeérica para uma determinada funcao. Por exemplo:

In[26]:=
H[Pi, 300]

oufzel= 3. 141592653 589793238462643353270502854197165399375105520974944502307516406258620599862580345825342117067958214580865132823066470938
4460955055 2231 72535940581 2546111 74502584102701935521105559644622945954930361 96442851097 566593534461 26847 5646233786783165271201909
145643566923460343610454326645215339360726024914127

Neste comando, o segundo argumento refere-se a quantidade de casas decimais desejada.

Logaritmos

A fungao Log|x| retorna o logaritmo natural de x. Para obter o logaritmo em outra base,

utiliza-se a fungao como Log|b,x|, onde b é a base desejada. Por exemplo:
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In[38]:=

Log[E]
Log[10, 0.1]

mfzg]= 1

outpral -1.

B.1.3. Funcdes Trigonométricas

As fungoes trigonométricas sao acessadas pelos seus nomes usuais, por exemplo Sin, Cos,

Tan, Cot, ArcSin, etc. O tnico cuidado a ser tomado é utilizar o argumento das fungoes em
radianos. Por exemplo:
In[a0]:=

Co=[Pi]
H[Cos[180]]

out[Eo)= -1

Dutsi]= -0, 59846

Na proxima secao sera tratado sobre a definicao e manipulacao de fungoes matemaéticas,

sendo que muitos outros comandos serao apresentados ao longo do desenvolvimento do nosso

estudo.

B.1.4. Exercicios Propostos |

Resolva as seguintes expressoes:

) T 0o (_1)m42m+2
1) y =sin (5 + cos (2 — 1)) 2) a= Zm:O 222 1(2 + m)!

O’ +y?) 0 +y”)
— [Y¢,2 _
3)f = J) (y* +3zy + 3)dy 4) b= e + By

B.2. Construindo e Visualizando Funcoes

O Mathematica possibilita a definicao de funcoes arbitrarias. O contexto de fun¢ao uti-
lizado pelo programa ¢ o mesmo utilizado na matematica cléssica, ou seja, a funcao é um

meio de relacionar um dominio com uma respectiva imagem. A definicao de uma fungao do

tipo f(z)=a é dada da seguinte forma:
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flr_]|=a
Por exemplo, considere a seguinte fun¢ao quadratica:

In[a]:=

f[x ]:=x"2+2+x+1

nfEl= ¥ = £[2]

outfil= 9

Percebe-se que a definicao da funcdo nao gera uma saida. A saida s6 é gerada quando
define-se o argumento da funcao.
De maneira semelhante, pode-se definir fungoes de varias variaveis separando-se as varia-
veis por uma virgula. Por exemplo:
In[14]:=
gy , 2 ]:i=7v*2+2%2+¥V X

g[1, z]
g4, 4]

oufies l6+4z +z°

out[17]= 48

Assim como para a definicdo dos comandos, algumas regras basicas precisam ser respeita-

das na definicao das fungoes. As principais sao:

1. O argumento da funcao deve ser definido entre colchetes;
2. O(s) argumento(s) da fun¢ao devem ser seguidos por um underline _;

3. A defini¢ao da fungdo deve ser antecedida por := (simbolo chamado de SetDelayed).
Isto faz com que a definicao seja alocada para a funcao definida, o que é diferente de
uma simples igualdade. Em algumas linguagens de programacao, o simbolo := significa
“recebe”. Assim, a fun¢ao ffz [ recebe um determinado valor, o que é diferente de

afirmar que ffz_ [ é igual a determinado valor.

Dica de Sobrevivéncia II: F aconselhdvel que o nome da funcao definida comece com
letra miniscula, para diferenciar das funcées (comandos) padrio inseridos no cddigo do

programa.

A esta altura, cabe um comentéario adicional:
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Comentario Adicional: FExiste uma diferenciacao clara entre parénteses, colchetes e
chaves na sintaxe do programa. Os parénteses sao utilizados somente para agrupar termos
em uma expressio matemdtica (Ex: (x + y)?), o0s colchetes sio usados para delimitar os
argumentos de uma fungao ou comando (Ezr: Sin[r]) e as chaves possuem a importante

funcao de definir listas (Ez: N[{Pi, E},30])

B.2.1. Visualizacdao Grafica de Funcoes

O comando bésico para a visualizacao de gréaficos 2D é o comando Plot. A sua sintaxe é
feita da seguinte forma:

Plot[f[2], {2, Tmin> Tmaz }]

onde o termo entre chaves define qual a varidvel utilizada para o eixo x e quais os limites
desta variaveis utilizados na construcao do grafico.
Por exemplo:

In@f= E[x ] :=5in[2+Pinx] +dwx-x"3
Plot[f[x], {x, -2, 2}]

O comando Plot pode ser utilizado também para a construcao de graficos com mais de
uma funcao. Exemplo:

Onde a funcdo LegendreP[n,z] ¢ uma fungdo especial, que representa o polinémio de
Legendre de ordem n. Mais detalhes sobre fungoes especiais serao abordados ao longo do
curso.

A funcao Plot é bastante 1til para a visualizacao de graficos simples, porém nao permite a
visualizacao de funcoes de mais de uma variavel. Para suprir esta necessidade, existem dois
tipos de graficos bastante utilizados, os graficos de contorno e os gréficos 3D.

Os gréaficos de contorno sao acessados pelo comando CountourPlot, sendo definido como:

COHtOIlI'PlOt[f[I, y], {1'7 Tin, xmam}y {y7 Ymin, ymam}]
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In[ad]:=

Plot[{LegendreP[1, %], LegendreP[2, x], LegendreP[3, x], LegendreP[4, x], LegendreP[5, %]}, {x, -1, 1}]

1oF

Outfad= L
Bl -10

=10 F

Por exemplo:

In[a7]:=

ContourPlot [{S5in[Pi»x"2] + Cos[Pi~v"2]), {x, -1, 1}, {v, -2, 2}, ColorFunction — "Rainhow" ]

2T T T T T]

Dut[a7]=

Pode-se notar que na defini¢do deste grafico, um quarto parametro é utilizado (Color-
Function). Esta fungao representa uma opgao do grafico, no caso, utilizada para modificar
o esquema de cores. Existem muitas outras fungoes que podem ser inseridas de maneira
semelhante, sendo que nao serd abordado sobre todas estas fungoes secundarias neste curso
introdutorio.

O comando Plot3D permite a visualizacao de graficos em 3D, sendo um comando bastante

utilizado no Mathematica. A sua forma geral é:
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P10t3D[f [.ﬁlf, y], {.T, LTmin, xmax}; {y, Ymin, ymax}]

Por exemplo, a mesma funcao do exemplo anterior, plotada em 3D resulta em:

In[100]:=
Plot 3D [{Sin[Pi»x"2] + Cos[Pi~v~2]}, {x, -1, 1}, {y, -2, 2}, ColorFunction — "Rainhow" ]

Out[10n)=

Outra fungao bastante interessante na visualizacao de graficos de mais de uma variavel é a
funcao Manipulate. Esta fungdo permite a criagdo de uma barra de rolagem onde o valor de
uma variavel pode ser alterado interativamente pelo usuario. A forma bésica deste comando
é bastante simples:

Manipulate[Expr, {Var, min, max, passo}]

onde Expr é a expressao a ser avaliada, Var a varidvel manipulada, min e max os valores
inicial e final da barra de rolagem e o passo representa o passo de avango da variavel (este
parametro é optativo). Um exemplo do uso desta func¢ao é mostrado na pagina seguinte.
Com o conjunto de fungoes apresentadas até agora, é possivel visualizar a grande maioria
das funcoes de interesse. Porém, existem muitos outros tipos de graficos disponiveis no
Mathematica, como por exemplo graficos de densidade, de vetores, de linhas de superficie,

etc.
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In[117]:=
Manipulate[Plot3D[x"2 + Sin[Pivy + Cos[x» 211, {v, -1, 1}, {x, -1, 1}], {=, 0, 20, 0.5}]

. ]

[10 =Ines

Dut[117]=

B.2.2. Exercicios Propostos |l

Defina e grafique as seguintes funcoes:

_ In(2 + z)

1) fa) = 2

2) f(z,y) = exp(—(2* + y?))

3) As funcoes de Laguerre (LaguerreL|n,x|) de ordem par (2 a 10), no intervalo de 0 <
z < 6.

4) f(x) = sin(z + y)? x cos(z — y)?, nos intervalos de —7 <z < me —7 <y < 7. Utilize
as funcoes Plot3D e ContourPlot.

Comentario Adicional II: Quando uma funcao ou varidvel é definida, um determinado
valor ou funcgao € alocado para o simbolo utilizado. Por isso, muitas vezes torna-se necessdrio
limpar o valor de um determinado simbolo. Isto pode ser feito através do comando Clear[f],
onde f é a varidvel ou fun¢ao a ser “limpa”. Um comando bastante 1itil é o Clear[“Global

“x”[, que limpa o valor de todas as varidveis e fungoes.
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B.3. Manipulacdo Algébrica

O Mathematica possui uma extensa funcao nas mais diversas areas da algebra. Nesta
se¢ao iremos focar na resolucao de equagoes (em especial envolvendo fungdes trigonométricas

e polinomiais).

B.3.1. Fatorando e Expandindo Polindmios

Quando se opera com polindémios, muitas vezes é necessario fatora-los em diversos termos
ou unir diversos termos em um Tunico polinomio. No Mathematica, estas operacoes sao

facilmente realizadas através dos comandos Factor e Expand. Considere o exemplo a seguir

Infa1]:= Clear[£, x]:
flx1:=4x"3-2x+2
Plot[f[x], fx, -1.5, 1.5}]
Factor[£f[x]]

Ot [23]= e —

oupds 2 (L+x) [1-2x+2x")

In[24]:=
Expand[2 (1+x) [1-2x+2%")]

Outpss Z- 2%+ 4%

Muitas vezes (na verdade, a maioria delas), o comando Factor retorna somente a fungao
original (sem fatora-la). Isso ocorre pois este comando, a principio, opera somente com
a mesma classe de nimeros definidos na funcao. Entao, se a funcao for definida somente
com coeficientes inteiros, e alguma das raizes for um ntimero irracional (o que ocorre muito
frequentemente) ou complexo, este fator sera desconsiderado. Uma maneira muito simples
de contornar este problema é representar algum dos coeficientes como um nimero real, como
mostrado no exemplo a seguir. Este procedimento ir& retornar as raizes aproximadas do

polindémio.

207



In[114]:=
gz J:=x"2+2+xx-1.0
Plot[g[x], {x, -3, 1}]

Factor [g[x]]
\ 1k f
! !
\ |
\ ;
\ /
N 1t /
\._\ .,f".
Out[115]= =4 L L - L
14 -3 V-2 -1 rd 1
\-\.
\\\ _/1 %
\\\ //
. .
—_— L

oufiiee 1. (—0.414214 +x) (2.41421 + %)

B.3.2. Encontrado Raizes com a Funcao FindRoot

A funcdo FindRoot é uma funcio especifica para a determinacao de raizes de fungoes (de

uma ou de um conjunto de fungdes). Esta funcao é basicamente expressa da seguinte forma:
FindRoot[f, {z, z0}]

onde xy é o ponto inicial a partir do qual serd buscada uma raiz. Esta funcao utiliza o
método de Newton-Raphson para encontrar a raiz, dai entao a necessidade de um “chute
inicial”. Observe o exemplo:

Clear[£, x]

In[136]:= E[x ] 1= x"2 - Cos[P1 »x]
Plot[f[x], {x, -1, 1}]
FindRoot[£[x], {x, 0}]

20k
15k s
Y 1Lof

Out[137]= N, 05k /

w0 E .

re

Findroot: :jsing : Encountered a singular Jacobian ak the paoink £ = £0. % Try perturbing the initial poink(s), =

o[z == 0.1

Como pode ser visto pelo grafico, a fun¢ao possuir claramente duas raizes (proximas a
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-0.5 e 0.5). Porém, a fun¢ao FindRoot ndo foi capaz de encontrar estas raizes a partir do
chute inicial dado (x=0). Porém, uma mensagem de erro foi retorna, indicando que um ponto
Jacobiano singular foi encontrado no ponto x=0. Como o método de Newton-Raphson utiliza
o Jacobiano para encontrar a raiz, pode ocorrer divergéncia em alguns casos. A solugdo mais
simples nestes casos é a sugerida pelo programa, ou seja, alterar o valor inicial. O resultado

pode ser visto a seguir:

In[117]:=
Clear[f, x]

In[l44]:= £[x ] 1= x"2 - Cos[P1 » x]
FindRoot [£[x], £x, 0.1}]
FindRoot [£[x], {x, 0, -1}]

Du[145]= % — 0. 4354311

out[146)= ¥ — -0. 435431}

O comando FindRoot também pode ser utilizado para buscar uma solu¢ao numérica para
uma determinada equacao. Para tal, deve-se utilizar o simbolo —= para igualar as funcoes.

Veja o exemplo a seguir:
In[157]:=

FindRoot[E* {x + 1} == Cos[x], {x, 0}]

out[157]= {¥ — -4.73623}

Cabe ressaltar novamente que o simbolo == (igual) deve ser utilizado. Este simbolo
expressa a igualdade entre os dois termos, e possui um significado bastante distinto do
simbolo =, que ¢é utilizado para definir um certo termo. Veja por exemplo o que ocorre caso
o simbolo = for utilizado:

In[158]:=

FindRoot [E” {x + 1) = Cos[x], {x, 0}]

Sekiwrite @ Tag Power in nt’1+x is Protected, =

ou[i5E= X = 0.}

O programa retorna uma mensagem de erro dizendo que a expressao e!*® é protegida,
ou seja, ela ja possui um significado. Isto ocorre pois a expressao escrita desta forma esta

dizendo para o programa atribuir o valor de cos x para uma variavel escrita como e!*®,
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B.3.3. Exercicios Propostos IlI

1) Encontre as raizes da fungao f(x) = 10z* + 223 + 5z + 1 atraveés de:
a) visualizando o grafico da funcao (valores aproximados para as raizes reais);
b) fatorando a fun¢ao;

c) através do comando FindRoot.

B.3.4. Resolvendo Equacdoes com os Comandos Solve e NSolve

Os comandos Solve e NSolve (Numerical Solve) sdo muito utilizados para a resolugao
de equagoes, quando busca-se determinar um valor (ou expressao) para determinada varia-
vel. Sao bastante semelhantes ao comando FindRoot, porém sao mais abrangentes. Estes

comandos sao expressos por:

Solveleql == eq2, var]

onde var é a variavel a ser encontrada. O comando NSolve é utilizado da mesma forma,
sendo que a diferenca entre eles é que o comando Solve busca uma solucao algébrica, enquanto

que o NSolve busca uma solugao numérica. Por exemplo:
In[120]:=

Clear[£, x]

In[195]:=
fl* 1=arxx*2+hwrx+C
Solwe[f[x] == 0, x]
HSolve[£[x] == 0, x]

out[195]= c+bx + ax

cati {fo DINRIR0C g henM o ee
0.5 |-1. b-1l. m| 0.5 |-1. b+ ml

Out[147]= {{x - }r {"‘ - }}

a a

Estas funcoes também podem ser utilizadas para encontrar mais de uma variavel, como

mostrado no exemplo a seguir.

Como pode ser visto, a resposta é dada em funcao de uma relacao entre as variaveis.
Assim, no primeiro caso, a igualdade sera satisfeita quando z — |y

Alguns comentérios podem ser feitos a respeito a respeito da utilizagao destas funcgoes:

1. A igualdade das funcoes deve ser definida com ==;
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In[208]:=

gylx . ¥ 1:=x"2-y"2
Snlve[g[x, Y] == l], Hy .‘:']

outizogl= f{x = -¥}, {(x—=7¥}}

Inf210]:=
Solve[g[x, ¥] -=- £[x], x]

b-+btrdo-dac+avyi—dayt beybfsdo-dac+ay —dayt
IREE H

Ot [210]= X
s {{ - Z2(-1+a) 210-1+a)

2. Quando ndo existir solu¢do para as equacgoes, a funcao Solve retorna o simbolo { };

3. Quando as variaveis podem assumir qualquer valor, a funcao Solve retorna o simbolo

iy

4. A fungao NSolve[f[x],x] retorna o mesmo valor de N[Solve[f[x]x]].

B.3.5. Resolvendo Sistemas de Equacdes

Os comandos Solve e NSOlve podem ser utilizados também para a resolucao de sistemas
de equagoes. Para tanto, pode-se utilizar uma lista de expressoes associadas a uma lista de
variaveis a serem encontradas. Vale lembrar que a insercao de listas é feita através do uso
de { }. A expressdo geral para a solucdo de um sistema de duas equagdes (que pode ser

extendido para quantas equagoes forem necessérias) é da forma:
Solve[{expl, exp2}, {varl,var2}]

Por exemplo, um sistema de trés equacoes lineares pode ser facilmente resolvido:

In[4]:=
Solve[{?x+3v+2z=-0,dyv+dx-2z--0, x+v+2==1}, {x, ¥, 2}]

Out[3]= {{K—}%;Y—r—g, == g}}

Este método pode ser utilizado também para a resolucao de sistemas nao-lineares. Porém,
deve-se sempre estar atento para o fato de que alguns sistemas nao podem ser resolvidos
algebricamente. Considere o exemplo:

Este sistema de equagoes ndo pode ser resolvido algebricamente (conforme indicado pela

mensagem de erro), pois contém a expressao transcendental sin(z) = —In(y/1/x). Para
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In[2]=

Solve[{Sin[x] + Log[¥] == 0, x»¥"2 == 1}, {x, ¥}]
Solve::kdep 1 The equations appear to involve the variables to be solved For in an essentially non-algebraic way, =

owr Solve[[Logly] + $inlx] = 0, x¥° = 1], {x, v}]

resolver este tipo de problema, pode-se recorrer a uma aproximacao numeérica, tal como a

funcao FindRoot:

In[28]:=
¥ = Sgrt[1/x]
FindRoot[{5in[x] + Log[¥] == 0}, {x, 0.1}]
| —

ouwfza)= . |

R ]

Out[za]= §x —= 2.63571}

Porém, como se trata de uma funcao transcendental, podem existir outros valores de x
(neste caso, outros autovalores) que satisfagam a igualdade. Quando se avalia a fungao em

um intervalo mais amplo, obtém-se o seguinte resultado:

In[rd]:=
¥ = Sgqrt[l17x]
FindRoot[{ {(Sin[x] + Log[¥]1) == 0}, {x, 0.1}]
FindRoot[{ (Sin[x] + Log[¥]) == 0}, {x, 6}]
Plot [{Sin[x], -Log[Sqrt[1/x]]1}, {x, 0, 10}]
II'T

outfdl= .| —
Vox

out[Fal= {®X — 2.63571}

FindRook::lskal @
The line search decreased the step size to within kolerance specified by AccuracyGoal and PrecisionGoal
but was unable to find a sufficient decrease in the merit Function, You may need
mare than MachinePrecision digits of working precision to meet these tolerances, ==

DutFel= (% — 7. 78975}

Avaliando o comportamento das duas fungoes envolvidas graficamente, obtém-se:
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Plot [{5in[x], -Log[Sqrt[1/x]]1}, {x, 0, 10}]

1o ——— R —y

s “ - o _),:/ l‘\\‘

asf S AN / N

oufr= -0SE /S \

-10 S

-15

T

-0

Avaliando uma raiz na regiao proxima a x = 8, o programa detectou que = =~ 7.78975
é uma solucao para o sistema de equacoes. Porém, uma mensagem de erro foi emitida,
informando que a raiz nao obteve a tolerancia especificada pelos parametros AccuracyGoal
e PrecisionGoal. Estes parametros sao utilizados para definir a precisao da aproximacao
numérica, representando o nimero de digitos efetivos de precisdo que a resposta final deve
ter.

Como pode ser visto pelo gréafico, as funcoes avaliadas possuem um valor muito préximo
em x ~ 7.78975, porém, possivelmente, este valor nao representa um autovalor algébrico
(exato) para o sistema de equagbes. Porém, como a fun¢ao FindRoot é uma aprozimacao
numérica, foi detectado que este valor se aproxima muito de uma raiz. Caso o critério de
convergéncia for diminuido, ele serd tratado efetivamente como uma raiz, como pode ser

visto a seguir:

In[i34]:=
¥ =5qri[1/x]
FindRoot [{ {(Sin[x] + Log[¥]} == 0}, {x, 0.1}]
FindRoot [{ (Sin[x] + Log[¥]) == 0}, £x, 6}, AccuracyGoal — 1]
II'T
oufizdl= | —
x

o[iasE {X = 2.835711)

O[3l {X — 7.76878)
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B.3.6. Exercicios Propostos IV

Obtenha o valor de = nas seguintes equacoes:
3+ 5 +1 B

1)e* =0 2) . 0

Resolva os seguintes sistemas de equagoes:

4) y = 2? 5) y = Sin[z] + Cos[y]
y = 42?4+ 22 — 2 y =22y + 2 =0
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C. Resolucao de ED’s com o

Mathematica

As equagoes diferenciais representam possivelmente a melhor ligacao entre a matemética
pura e a engenharia aplicada, desempenhando um papel fundamental em grande parte das
ciéncias exatas. Existem intimeros softwares destinados a resolucao de equagoes diferenciais,
desde programas simples com o objetivo de encontrar derivadas de funcoes comuns até
complexos algoritmos destinados a resolver varias equacgoes diferenciais parciais acopladas
com o uso de técnicas numéricas. O Mathematica é um software muito versatil nesta area,
pois permite a resolucdo de equagoes tanto de modo algébrico (analitico) quanto numeérico.
Neste trabalho, sera apresentada uma visao geral sobre a resolucao de equacoes diferenciais

ordinarias e parciais, através de métodos analiticos e numéricos.

C.1. Equacoes Diferenciais Ordinarias

As Equagoes Diferenciais Ordinaria (EDO’s) possuem um método de resolugdo bastante
simplificado em rela¢do as Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s). Porém, a aplicagdo pra-
tica destas equacoes é mais restrita. O Mathematica possui em seu codigo fonte varios
métodos de resolucao de equacoes diferenciais, sendo que o programa selecionara automati-

camente o método que melhor se enquadre na equacao avaliada.

Antes de entrar especificamente no assunto de equagoes diferenciais, é importante apre-
sentar a resolucao do processo inverso, ou seja, de como calcular a derivada de funcgoes. Isso
é facilmente conseguido através do comando Derivative. Este comando pode ser acessado da

seguinte forma:

D{f(x), ]
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onde f(x) representa a funcao a ser derivada e = a varidvel na qual a funcao sera derivada.
Para resolver derivadas de ordens maiores, basta acrescentar as varidveis na qual a funcao
sera derivada. Por exemplo, para calcular a derivada segunda de f(z) em relacao a x, o

comando toma a forma:
D[f(x), 2, ]
Veja o exemplo a seguir:

Inf44]= £[x ] := Cos[x] + (a»x"3)f2
DLf[x], %]
DIf[x]. x, x]

Jaxt

ot [45]= - &Sin[x®]

out[@6l= 3 ax - Cos[x]

Muitas vezes, deseja-se encontrar o valor da derivada em um ponto especifico. Para subs-
tituir o valor da variavel por um valor qualquer, pode-se utilizar o comando ReplaceAll (/.).
Este comando, como o nome sugere, substitui a variavel por algum valor, ou alternativamente

uma lista de valores. Veja o exemplo:

In[51]:=
f[x ] :=Cos[x] + (arx"3)/f2
DLE[x], x] F. x = {Pi /2, b, 1}
Jam 3Fah?

w2 {-1+ . _sin(b], __sln[l]}
8 2 2

Alternativamente, a funcao Derivative para funcoes de uma tnica variavel pode ser aces-

sada pode sua forma mais classica, através do uso das aspas simples. Assim:
D[f(z),z] = f'[x]

D[f(x), z, 2] = f"[x]
D[f(z),z]/. 2 = a = [[d]

C.1.1. EDQO’s com Solucdo Analitica

O comando bésico para a solucao analitica de equacgoes diferenciais no Mathematica é o
famoso DSolve, que pode ser utilizado tanto para EDO’s quanto para EDP’s. Este é, sem
davidas, um dos comandos mais completos e poderosos do Mathematica. Porém, deve-se

ter claro que este comando busca uma expressao simbolica (e nao numérica) para a solugao,
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sendo que, portanto, s6 pode ser aplicado a equacoes que possuam solucao analitica. O

comando DSolve requer, no minimo, trés argumentos, sendo que a sua forma padrao é:
DSolveleqDiff, f[z], x]

onde eqDiff representa a equagao diferencial a ser resolvida, f(z) a fungdo a ser encontrada

e x a variavel independente. Observe o simples exemplo abaixo:

Infze1]:= DSolwe[f'[x] == Sin[x] ~ £[x], £[x], x]

oupetl= | {E[x] = e Cp11]]

Percebe-se que a solugdo fornecida possui uma constante C[1] em aberto, o que é normal
levando-se em conta que nenhuma condicao de contorno foi especificada. Certamente, na
maioria dos casos deseja-se obter uma solucao completa, sem nenhum parametro em aberto.
O comando DSolve também tem a capacidade de resolver sistemas de equacoes diferenciais,
portanto, as condicoes de contorno podem ser adicionadas como novas expressoes, onde
alguma das variaveis independentes ¢ fixada. Considerando uma equacao diferencial f”(z) =
0 qualquer, pode-se calcular a equacao, especificando-se as condi¢oes de contorno, da seguinte
forma:

DSolve[{ f"[x] == 0, f[z1] == a, f[x2] == b}, f[z], 2]

lembrando que o conjunto de expressoes, ou seja, a equacgao diferencial mais as suas condigoes
de contorno, formam uma lista, e como tal devem ser especificadas entre chaves.

No exemplo a seguir pode ser visto o uso do comando DSolve.

Exemplo 1 - Decaimento Exponencial. Obtenha a variacao de uma variavel qualquer
que obedeca o modelo de decaimento exponencial, ou seja, y/(t) = —ky(t), onde k = 0.02 e
no instante 0 a variavel y(t) = 10.

Caso a varidvel independente nao for informada no segundo argumento da funcao DSolve,
ou seja, na definicao da funcao resultante, o programa retornarad uma fun¢ao pura, ou seja,
que nao esta limitada a depender de alguma varidvel especifica. Observe os dois casos
mostrado no exemplo a seguir:

No primeiro caso, a solucao é retornada como uma funcao de = e y, enquanto que no
segundo caso é retornada como uma funcao unicamente de h. Obter a resposta nesta forma
é muito util quando se quer verificar se a resposta obtida esta correta. Isto é conseguido
substituindo a resposta encontrada na equagao diferencial original (e nas suas condigdes de

contorno), como pode ser visto no exemplo a seguir:
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Invi]= k=0.02
TaxDec = DSolve[{y'[t] = -kw«¥[t], ¥[0] == 10}, ¥[t], t]
Plot [¥[t] /. TaxDec, {t, 0, 200}, PlotRange — {0, 10},
AxesLabel — {Tempo, Yariawvel}, AxesStyle — FontSize — 14]

ot[z7i]= 0.02
onprz= [{¥le] - 10e™""]]

Varigvel
10F

Dut[273]= N

DSolve[D[E[x, ¥], x] == x"2+¥y, £, {x, ¥}]
DSolve[qg'[h] -- Sin[h + Pi], g, h]

Dut[156]= {{f - Function|{x, ¥}, % +x¥+C[1] [¥] l}}

out[1sE]= {{g — Function[{h}, C[1] + Cos[h]]}}

InM741-=

Egl = {¥'[%x] == ¥[x] »Co=s[x], ¥[0] == Pi}
=01l = DSolve[Egl, ¥, x]

out[i7sl= {¥ [x] = Cos[x] ¥[x], ¥[0] = 7}

outpi7sls | ¥ = Function|{x}, gdinlxl =] 1

In[177]:=
Eql /. s0l11

out[i77= {{True, Truel}

O comando DSolve pode ser utilizado também na resolucao de sistemas de equacoes di-
ferenciais, bastando para isto acrescentar uma lista de equagoes. Um exemplo do uso desta

fungao é mostrado a seguir:

Como pode ser visto, muitas vezes o Mathematica retorna a solucao em termos envolvendo
funcoes especiais. Esta forma ¢é utilizada pelo programa como uma maneira de simplificar a
apresentacao da solucao, o que ajuda muitas vezes a entender o comportamento do sistema.
Normalmente, as fungoes especiais, tal como as de Bessel, Hermite, Legendre, Hipergeomé-

tricas, Mathieu, etc., advém da resolucao de equacoes diferenciais especificas. O exemplo a
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Infiog]:= eql = {£'[x] == 2+~g[x], £[0] == 1}:
eq? = {g'[x] == x~£'[x], g[0] == 1}:
sol = DSolve[{eyl, eq2}, {£[x], ulx]}, x]
Plot[{f[x] . sol, g[x] f. sol}, {x, 0, 2}, PlotRange — {0, 10},]|
PlotStyle — {Thick, {Thick, Dashed}}, AxesS5tyle — FontS5ize — 14]

out[111]= {{g[x] s, Ex] = Llev A Erfi[x]}}

10

Dut[112]=

n.a 0.5 1.0 1.5 20

seguir mostra a utilizacdo de funcgoes especiais na resolugao de uma EDO.

Exemplo 2 - Equacao de Mathieu. A Equacao de Mathieu ¢ uma equacao diferencial
ordinaria de grande importancia em diversas areas da fisica e da matematica, especialmente
na analise de comportamento oscilatério e coordenadas elipticas cilindricas. A forma geral
da equacao de Mathieu é dada por:

9*u

Tl + (a —2gcos(2t))u =0

considerando como condigdes de contorno que y[0] = 7/2 e y[n] = 0, obtenha y[t]. Considere
que ¢ =3 e a = 4.

Como pode ser visto, a solucao para a equagao de Mathieu é dada em apresentada na forma
de diversas funcoes especiais pertencentes a classe das func¢oes de Mathieu, que representam

a solucao desta equacao diferencial em especial.

C.1.2. Exercicios Propostos |

Obtenha a derivada (em relagao as diversas variaveis) das seguintes fungoes:

1) f(z,y) = sin[z] cos[y] 2) f(z,y,2) = 2° +y* + 22

Resolva as seguintes EDO’s grafique a solucao obtida:
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In[218]:=
MathieuEqg = {y''[t] +{a-2gwCos[2+«L]) w¥[L] == 0, ¥[0] == P1 72, ¥[P1] == 0};
q=3:
a=4;
50l = DSolve [MathieuEqg, ¥[t], t]
Plot[¥[t] f. =01, {t, -2Pi, 4PFi}]
sMathieuC[4, 3, t] Mathieul[4, 3, t] - mMathieulC[4, 3, ] Mathieui[4, 3, t]
Z (MathieuC[4, 3, o] Mathieu®[4, 3, 0] - MathieuC[4, 3, 0] Mathien3[4, 3, m]) }}

Out[zz1]= {{Y[t] - -

20

Out[z22]= II L .I'ul |II ) _,’-"H ] ./f‘\ |'. I'-I | |

—ank |
3) 2% +ay + (2> —1)y=0 ¢[0] =7 y(0)=0 (Equacdo de Bessel)

4) édig (CQ%) +60=0 60[0]=1 6[Pi] =0 (Equagao de Lane-Emden)

C.1.3. EDO’s com Solucao Numérica

Grande parte das equacgoes diferenciais possui alguma nao-linearidade em sua estrutura,
e portanto, nao possuem solucao analitica. Nestes casos, resta utilizar algum método nu-
mérico para encontrar uma solucao aproximada para a equacao diferencial. Existem muitos
métodos numéricos que tem como objetivo encontrar esta solugao aproximada para as equa-
¢oes diferenciais, sendo que o mais famoso (e mais utilizado) na resolucao de diferenciais
ordinarias é o método de Runge-Kutta.

Apesar de nao ser um software muito completo nesta area, o Mathematica fornece a
possibilidade de resolver um grande niimero de equacoes diferenciais por via numérica, es-

pecialmente as diferenciais ordinarias.

O comando bésico para acessar estas fungoes é o NDSolve, muito semelhante ao DSolve:
NDSolve[eqDift, f[z], {2, Zmin, Tmaz }]

porém, percebe-se que neste caso deve-se especificar os limites inferior e superior da variavel

independente, pois a solucao é obtida é valida em um intervalo finito, diferentemente da

solucao algébrica.
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Outra diferenga basica entre os comandos DSolve e NDSolve deve-se ao fato de o segundo
nao realizar operacoes simbolicas, ou seja, nao é possivel resolver uma equacao diferencial
numericamente sem especificar todos os termos (com valores numéricos) ou sem especificar
alguma das condigoes de contorno necessarias para que a solugao seja possivel. Considere o

exemplo a seguir:

Clear["Global +"]
so0l = HDSolve [{y'[x] + ¥[x]1"2 == x»¥[x]1, ¥[0] == 1}, ¥[x], {x, 0, 10}]
Plot[¥[x] /. sol, {x, 0, 10}]

ouw[es)= §{¥[x] - InterpolatingFunction]{{0., 103}, «=] [=x]}}

N g

Out [9]=

Como pode ser visto, a solucao da EDO é apresentada como uma funcdo de interpolacao.
Isto acontece pois durante a resolucao da equacao diferencial, o programa gera uma tabela
de pontos que relaciona a variavel independente x com a funcao y(z), de modo que o valor
da fungao em pontos definidos é obtida através da interpolacao dos dados existentes.

Os métodos de resolucao numérica de equagoes diferenciais, tanto das ordinarias quanto
as parciais, sao métodos discretos, ou seja, o avanco em relacdo a posicdo da variavel in-
dependente é feito através de passos. O método de Runge-Kutta, por exemplo, utiliza o
parametro h (muitas vezes chamado de passo de tempo, apesar de ndo ser restrito a deri-
vadas temporais). Nos métodos de solu¢ao de EDP, a discretizagao das equagoes torna-se
mais clara, sendo que para isto utiliza-se normalmente uma malha numérica. Felizmente, o
Mathematica calcula estes avancos automaticamente, refinando a solucao em regides onde a
convergéncia ¢ mais dificil de ser atingida.

Como comentado em topicos anteriores, os comandos numéricos, como o FindRoot ou o
NDSolve permitem a especificacao da precisao desejada para a resposta através dos comandos

PrecisionGoal e AccuracyGoal. O comando AccuracyGoal determina o erro absoluto?,

'Erro absoluto: Diferenca entre o valor exato da varidvel e o valor estimado numericamente.
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enquanto que o PrecisionGoal determina o erro relativo?. Cabe destacar que estes parametros

sao dados em termos de digitos de precisao, e nao em termos dos valores dos erros.

nfz0e]= ed = {¥'[x] »Cos[x]"2 + Log[y[x] +x] == 0, ¥[0] == 1};

z0ll = HbSolve[eq, ¥[x], {x, 0, 2Pi}, Acocuracyboal — 1];

z0l12 = HbSolve[eq, ¥[x], {x, 0, 2Pi}, Acocuracyboal — 2];

z0l3 = HbSolve[eq, ¥[x], {x, 0, 2Pi}, Acocuracyboal — 5];

z0ld = HbSolve[ey, ¥[x], {x, 0, 2Pi}, Acocuracyboal — 50];

Heeds["PlotLegends " "];

Plot[{y[x] /. so0l11, ¥[x] f. =012, ¥[x] /. =013, ¥[x] f. =0d4)}, {x, Pi, 2Pi},
Plot5Style — {Dashed, Dotted, Thick, DotDashed} ,
PlotlLegend — {"=0ll1", "s0l2" , "s0l13", "s0l1d4"}, LegendSize — 0.5, LegendShadow — Hone
LegendPosition — {0.5, 0.1}]
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Observe o exemplo apresentado na pégina seguinte. Neste exemplo, é solicitado ao pro-
grama, que resolva a mesma equacao diferencial utilizando quatro valores para o parametros
AccuracyGoal. Percebe-se que quando o critério de convergéncia é baixo, como no caso das
solucoes soll e sol2, a solucao obtida diverge. Para valores do parametro AccuracyGoal
acima de 5 digitos, a solugao ja apresenta o mesmo resultado, indicando convergéncia (ou
pelo menos os resultados estao muito proximos).

O comando NDSolve permite a escolha também do método de resolucao. Por padrao, a
opcao Automatic esta ativa, sendo que o programa selecionara automaticamente um método
para resolver a equacgao diferencial. Porém, é possivel optar por métodos especificos, como
mostrado no exemplo a seguir.

Como pode ser visto, os quatro métodos utilizados apresentam solugoes muitos distintas.
Analisando o problema, percebe-se que a tinica solugao que apresenta convergéncia é a obtida

com a opcao Automatic. Neste caso, os outros métodos de solucao foram escolhidos sem uma,

2Erro relativo: Razdo entre o erro absoluto e o médulo da variavel exata.
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e = {¥'[x] ~Cos[x] "2 + Log[¥[x] +x] == 0, ¥y[0] =- 1}:

solhuto = HDSolve[eq, y[x], {x, 0, 2Pi}]

s0lEulerExp = HDSolve[eq, v[x], {x, 0, 2Pi}, Method - "ExplicitEuler"]:

solExtrap = HDSolve[eq, y[x], {x, 0, 2Pi}, Hethod - "Extrapolation"];

=olExpRE = HDSolve[eq, y[x], {x, 0, 2Pi}, Hethod — "ExplicitRungeKutta"];

Plot[{¥[x] /. solhuto, ¥[x] /. solEulerExp, y[x] f/. solExtrap, y[x] /. solExpRK}, {x, 0, 2P1i},
PlotLegend — {"hutomatico" , "Euler Explicito", " Extranulaga"m“ ; "R-K Explicito"},
LegendShadow — Hone, P1lotStyle - {Dashed, Dotted, Thick, DotDashed}, LegendSize — 1]

) o ——  Exrapolagio

T - R-K Eplicts

andlise aprofundada, sendo que nenhum deles foi capaz de resolver a equacao diferencial.
Assim, caso queira-se optar por algum método especifico, deve-se ter consciéncia da sua
capacidade para resolver a equacao diferencial.

O comando NDSolve também pode ser utilizado na resolucao de sistemas de EDO’s,

conforme apresentado no exemplo a seguir:

Exemplo 3: Equacoes de Lotka-Volterra As Equacoes de Lotka-Volterra, também
chamadas de equacao presa-predador, sao muito utilizadas na descrigao da dinamica de siste-
mas biologicos onde existem duas espécies, uma presa e uma predadora. Matematicamente,

trata-se de um sistema de duas EDQO’s nao-lineares, expressas por:

dx

pri x(a — by)
d
d—‘z = —y(c— dx)

onde x representa o niumero de espécies da presa e y o nimero de predadores. As constantes
do modelo representam parametros de interacao entre as espécies. Considere um sistema
contendo inicialmente 1.2 unidades de coelhos (milhares, por exemplo) e 0.3 lobos®. Obtenha

a variacao no numero de espécies com o passar do tempo.

C.1.4. Exercicios Propostos Il

Resolva as seguintes equacoes diferenciais e grafique o resultado obtido.

30s valores pequenos para o nimero de espécies sdo utilizados para facilitar a convergéncia
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Infigg]= a = 0.3;

b =0.5;

c=0.6;

d=1;

z0l = HDSolve[{x'[t] == x[t]1 {a-h«¥[t]), ¥'[t] == -¥[t] {c-d~x[t]), x[0] == 1.2, ¥[0] == 0.3},

{¥[t], x[t]}, {t, 0, 30}];

Heeds["PlotLegends " "];

Plot[{¥[t] /. sol, x[t] /. sol}, {t, O, 30}, PlotRange — {0, 2}, Plot5Style - {Thick, Dashed},
PlotLegend — {"Lobos" , "Coelhos" }, LegendShadow — Hone, LegendSize — 0.5,
LegendPosition — {0.5, 0.1}, AixesLabhel — {"tempo" , "nimero de espécies"},
hxesStyle — FontSize — 12]

wirnero de espécies

— Lohos

Dt [204]=

termpo

1) Equagao de Duffing: Trata-se de uma EDO nao-linear de segunda ordem utilizada para

descrever a dinamica de sistemas ca6ticos, expressa por:

o 9)
a—tf + 58—13 + wix + B2 = v cos(wt + @)

Considere que:

d = 1.15 (coeficiente de amortecimento)

Wo =1
B8 =300
w=25
p=m/2

e como condi¢oes de contorno, y[0] = 1 e y'[0] = 0. Obtenha o comportamento do sistema

para as primeiras 10 unidades de tempo.

2) Resolva o seguinte sistema de equagdes diferenciais:
y'[t] + In(y[t]) = cos[z[t]] y[0] = Pi
[t +y[t] =0 z[0] =0
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C.2. Equacoes Diferenciais Parciais

As equacgoes diferenciais ordinarias possuem uma aplicacao muito limitada na descricao de
problemas fisicos reais, pois, na maioria dos casos, as quantidades fisicas de interesse variam
em relagao a mais de uma variavel. Nesta secao serao abordados alguns detalhes sobre as

funcionalidades do Mathematica na resolucao de EDP’s.

C.2.1. EDP’s com Solucao Analitica

A resolucao das equacoes diferenciais parciais é muito semelhante a das diferencias ordi-
narias, sendo que o mesmo comando bésico é utilizado, ou seja, o DSolve. Como se sabe, a
resolucao analitica de diferencias parciais é bastante limitada, sendo restritas a casos bastante
simplificados, normalmente funcao de nao mais que duas variaveis independentes.

As EDP’s de primeira ordem possuem uma resolucao mais simples que as de ordem su-
perior, sendo que normalmente sao classificadas em trés grupos: lineares, nao-lineares e
quasi-lineares. Assim como no caso das diferenciais ordinarias, as EDP’s nao-lineares nao
possuem solucao analitica, de modo que necessitam um tratamento numeérico (este caso sera
abordado na proxima se¢ao).

As diferenciais parciais de primeira ordem lineares sao o caso mais simples de EDP que
admite solugao analitica. As equacoes ditas quasi-lineares sao equagoes onde algum parame-
tro dependente da variavel dependente aparece multiplicando alguma derivada. Apesar de
nao serem equacoes diferenciais lineares, em alguns casos, estas equacoes admitem solucao
analitica. A seguir sao apresentados dois exemplos de equacoes diferenciais parciais, uma

linear e outra quasi-linear.

In[226]:=
Clear["Global " +"]

Linear = DSolve[{D[T[x, t], ] +D[T[x, £], x] == 0}, T, {x, £}]
Quasilinear = DSolve[{D[u[x, €], t] +u[x, t] wD[ulx, ], x] == 0}, u, {x, £}]

owzz7ls {{T —» Function[{x, £}, C{1][t-x]]}}

-®+ tuf=, t]
oupze Solve|CIL][ulx, €], Earrereal LA LI
ulK,

Como pode ser observado, a solucao apresenta uma dependéncia em relacao a um para-

metro C[1]. No caso das diferenciais ordinarias, este parametro representava uma constante,
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j4 no caso das diferenciais parciais este parametro assume a forma de uma funcao. Caso
queria-se obter a solucao caracteristica da equacgao diferencial, deve-se informar qual é esta

funcao. Veja o exemplo a seguir:

infzo]:= eq = {D[T[x, ¥1, x] + D[T[x, ¥], ¥] == 0}:
s0l = DSolvefeyq, T, {x, v}]

outfpil {{T = Function[{x, ¥}, C[1] [-x+¥]]}}
In[&4a]:=

solCar = T[x, ¥] /. sol[[1]1] /. C[1][# ]1—3t"2 +Cos[Pi 2xt]
Plot3D[solCar, {x, 0, Pi}, {y, 0, Pi}, PlotRange — {-2, 30}]

owpEs 3 (-x+¥) 0 o+ Cos [;'1'i (=% +%) |

Na maioria dos casos, a funcao caracteristica ¢ desconhecida, sendo que o que realmente
se conhece sao as condigcoes de contorno do problema. Porém, o comando DSolve nao é
muito 1til na resolucao de problemas de valor inicial ou de contorno, sendo que neste caso é
aconselhavel a utilizagao do NDSolve.

A maioria das equacoOes diferenciais lineares de interesse na area da engenharia sao de
segunda ordem, como por exemplo as equagoes de Laplace, da difusao, da onda, etc. Estas
equacoes costumam ser divididas conforme a espécie das suas curvas caracteristicas em pa-
rabolicas, hiperbélicas ou elipticas. A solucao analitica de cada um desse tipo de equacao
possui caracteristicas distintas, sendo que maiores detalhes nao serao abordados neste curso

pois trata-se de um assunto bastante especifico.

C.2.2. Exercicios Propostos IlI

Encontre a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais parciais:
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Pu Py

1)@ + 8_y2 =0 (Equagdo de Laplace - EDP eliptica)
0? 0?

)8_;; = cQa—t‘g (Equagao da onda - EDP hiperbodlica)
0T oT

3)@ = l{:a =0 (Equagao do calor - EDP parabolica)

C.2.3. EDP’s com Solucao Numérica

Obter a solucao geral para as equacoes diferenciais parciais nao costuma ser suficiente
quando se deseja resolver equagoes utilizadas na modelagem de problemas fisicos. Na maioria
dos casos, busca-se obter a variacao da variavel dependente mediante a imposi¢ao de um certo
numero de condicoes de contorno. Neste caso, deve-se optar por um método numérico para
a resolucao da equacao.

O método padrao utilizado pelo Mathematica é o Método das Linhas (MOL). Este método
é derivado do método de diferencas finitas, porém possui uma eficiéncia maior em termos
de precisao e tempo computacional gasto em comparacao com o método de DF cléssico.
Este método na verdade pode ser visto como um método semi-analitico, pois envolve a
discretizagao da equagao diferencial em uma (ou duas) dimensoes, enquanto que a dimensao
restante é resolvida analiticamente. A principal utilidade deste método é na resolucao de
equagoes hiperbolicas (como a equacao da onda), porém também pode ser utilizado para
equacao parabolicas e elipticas.

A aplicagao do método das linhas envolve basicamente cinco passos:

1. Divisao do dominio de solugao em camadas;

2. Discretizacao da equacao diferencial em uma direcao;

3. Transformacao para obter equacgoes diferenciais ordinarias desacopladas;
4. Transformacao inversa e introducao das condi¢oes de contorno;

5. Solugao das equagoes resultantes.

O uso do método das linhas é restrito a problemas que contém uma condicao inicial em pelo
menos uma das variaveis independentes, nao podendo ser utilizado, portanto, em problemas

que 86 possuem condicoes de contorno (especialmente envolvendo equagoes elipticas como a
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de Laplace). No exemplo a seguir é apresentado o uso do método das linhas na resolucao da

equacao do calor.

Exemplo 4: Equacao do Calor Considere um sistema unidimensional, inicialmente
a uma temperatura Tp, com suas extremidades (dimensdo x) expostas a temperaturas Tp
e Tz A equagao que descreve a variacao da temperatura ao longo da dimensao x e do
tempo é conhecida como Equacao do Calor, sendo dada por:

drl 0T
at  “oa?
Obtenha a distribuicao de temperatura. Considere a = 0.1
Para facilitar a solugdo, sera utilizada a temperatura adimensional 0 (T — Ty /T4 — To)

e a distancia adimensional 7 (2/%maz)-

In[ii]:= &0l = HDSolwve [{D[&[#n, t]1, t] == 0.1«D[E[xn, 1, n, 1, €[», 0] == n~250,
e[, t] == 0, @[1, t] == 1}, 8[x, t1, {x, 0, 1}, {t, 0, 2}]
Heeds["FlotLegends""];
ContourPlot[8[n, £] /. 501, {»n, 0, 1}, {t, 0, 2}, ColorFunction — "Rainhow" ,
Contours — &0, FrameLabel — {Style["Dimensdo »", 14], Style["tempo" , 14]}%,

Contouwrlines — False]

out[zit]= {{8[N, t] = InterpolatingFunction|[{{0., 1.}, {0., 2.3}, <=][n, £]}}

a0 -

tempo

Dut[263]=

0sr-

oo -

1
o.a 0z 04 0.5 0s 10

Dimensdo

Pode ser visto que o resultado obtido estd de acordo com o comportamento esperado.
Porém, também pode ser visto que a condi¢ao inicial foi definida como 6(n,0) = 7*°, e nao

6(n,0) = 0, como dito pelo enunciado. Este estratagema é utilizado para que ndo ocorra
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inconsisténcia entre as condicoes, pois se a temperatura adimensional fosse definida como
sendo nula em relacao a todos os valores de 7, teriamos que 0[1,0] = 0. Porém, da segunda
condigao de contorno, temos que 0[1,0] = 1.

Como pode ser visto, as duas condicoes sao conflitantes. Porém, temos que 7*° ~ 0 para
todon # 1 e n* = 1 para n = 1. Isto representa uma aproximacao da condi¢do inicial
que nao entre em conflito com nenhuma das condicoes de contorno. Com este exemplo,
percebe-se a dificuldade na imposicao das condicoes de contorno para a resolucao numérica
de equacgoes diferenciais.

O comando NDSolve também pode ser utilizado na resolucao de sistemas de EDP’s nao-
lineares. Porém, esta funcao fica restrita a problemas muito especificos, nao sendo ttil na
maioria dos casos praticos.

A seguir, serd apresenta outra aplicacao do comando NDSolve, na resolucao da equacgao

da onda.

Exemplo 5: Equagao da Onda:. Considere uma onda unidimensional com compri-
mento de onda* A = 8, se propagando com velocidade ¢ = 1. A equacao que descreve a
dependéncia da amplitude u em funcao da posicao x e do tempo t é dada por:

*u 0%
o2~ ox2

Determine o comportamento da onda, tendo como condicoes de contorno e iniciais para

ult, z|:
ul0, x] = e~
ou
9z limo =¥

ult, —4] = uft, 4]

C.2.4. Exercicios Propostos 1V

Resolva as seguintes EDP’s numericamente, graficando a superficie de resposta obtida.

ou  Ou
1)5 + e 0 ul0,t] =1 ulx, 0] = cos(mzx)

2)Considere a seguinte equagao de transporte:

or o0’T
0.3% = 0.056—3/2

40 exemplo sera resolvido sem especificacio das unidades
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InfE:= S0l = HDSnl\re[{D[u[t., %], £, £] == D[uft, x], x, %], u[0, x] =- e'"2 ¥
v 0, 1] - 0, ult, -41 = ult, 41}, w, (¢, 0, 20}, {x, -4, 4}]

Plot3D[Evaluate[u[t, x] /. sol]l, {t, O, 20}, {x, -4, 41]

out@il= {{u = InterpolatingFunction[{{0., 20.}, {-4., 4.}}, «=]}}

com as condicoes de contorno:

T[0,y] =0 =0 Tz, 0] =x

Obtenha o perfil de temperatura.
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