
Aula 01 - Sistemas de Equações Algébrias Lineares

Éliton Fontana

A apliação de leis físias na modelagem de sistemas de interesse em muitos asos

origina um onjunto de equações algébrias lineares que devem ser resolvidas simultane-

amente. Além disso, métodos de resolução de equações difereniais om frequênia levam

à transformação das equações difereniais em um onjunto de equações algébrias que

podem ser então resolvidas. Por exemplo, os métodos de diferenças �nitas e de volumes

�nitos onsistem em dividir o domínio de solução em um onjunto de pequenos elemen-

tos disretos, sendo para ada elemento atribuída uma equação algébria. Este proesso,

hamado de disretização, sempre origina um onjunto de equações algébrias lineares.

É fundamental onseguir de�nir quando um sistema de equações algébrias lineares

possui alguma solução (ou seja, é onsistente) e se essa solução é únia ou envolve um erto

número de parâmetros arbitrários. O estudo de sistemas de equações algébrias lineares

é um dos tópios fundamentais da álgebra linear. A seguir será apresentada uma breve

revisão da teoria básia de sistemas lineares e de sua resolução pelo método de eliminação

de Gauss.

1 Coneitos Preliminares

Em muitos asos, deve-se busar soluções para problemas do tipo:

f(x) = 0

Quando a função f(x) possui a forma f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 a equação

é hamada de algébria (ou polinomial). No aso onde n = 1, a equação é linear,

enquanto que para asos onde n > 1 a equação é não-linear. Quando a função f(x)

não pode ser expressa omo um polin�mio, a equação é dita transendental (por exemplo,

sin(x), ex, . . .) e possui um omportamento não-linear.
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A equação anterior possui somente uma variável x, porém om frequênia os problemas

envolvem mais de uma variável e um sistema de equações aoplado. Neste momento, será

onsiderado somente o aso onde todas as equações que foram o sistema são lineares, de

modo que sistema om m equações e n variáveis pode ser expresso omo:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
.

.

.

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

O sistema anterior pode ser esrito de diferentes formas, dependendo da onveniênia.

Por exemplo, pode ser expresso na forma vetorial:
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A expressão aima pode ainda ser simpli�ada de�nindo-se os vetores an dos oe�-

ientes que multipliam ada uma das variáveis, bem omo os termos não-homogêneos

(aqueles que não multipliam nenhuma das variáveis):

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b

onde:

a1 =
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Quando todos os termos do vetor b são nulos, o sistema é hamado de homogêneo,

enquanto que no aso onde pelo menos um dos termos bm é diferente de zero, o sistema é

hamado de não-homogêneo.

Na maioria dos asos, o mais onveniente é expressar os oe�ientes na forma de uma

matriz A:

Ax = b
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onde A é uma matriz m× n de�nida omo:

A =
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O vetor x ontém todas as variáveis do sistema linear:

x =
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Na maioria asos, a matriz A e o vetor b são onheidos e deve-se determinar o vetor

x que satisfaça a igualdade. Uma sequênia de números s = (s1, s2, . . . , sm) é dita solução

do sistema linear se ada uma das m equações é satisfeita quando x1 = s1, x2 = s2 e

assim suessivamente. Se existirem uma ou mais soluções s, o sistema é dito onsistente

e o onjunto de todas as possíveis soluções é hamado de onjunto de soluções. Caso

existir somente um vetor s que satisfaz a equação, esta solução é hamada de únia.

Considere o aso simpli�ado onde m = n = 1:

a11x1 = b1

No aso genério onde a11 6= 0, a equação anterior admite a solução únia x1 = b1/a11,

porém, se a11 = 0 existem duas possibilidades: se b1 6= 0 então não existe nenhum valor

de x1 que satisfaça a equação, portanto a equação não possui solução. Caso b1 = 0 então

a equação se torna 0x1 = 0 e qualquer valor de x1 satisfaz a equação, portanto existem

in�nitas soluções. Apesar de simples, esta equação estabelee um padrão que pode ser

observado para qualquer sistema linear: irá existir 1 solução, nenhuma solução ou in�nitas

soluções. Para sistemas de dimensões superiores, este omportamento pode ser failmente

entendido analisando as equações do ponto de vista geométrio, omo será apresentado a

seguir.
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2 Interpretação Geométria do Sistema Linear

Considere o aso agora onde m = n = 2:

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Considerando que a11 ou a12 sejam diferentes de zero, então a primeira equação de�ne

uma reta no plano (x1, x2), sendo que qualquer ponto sobre esta reta é uma solução para

esta equação. De forma semelhante, se a21 ou a22 são não-nulos, a segunda equação forma

uma reta e os pontos sobre esta reta são solução para esta equação.

A partir disto, existem três possibilidades para a solução do sistema omposto pelas

duas equações. No primeiro aso, as retas podem se intereptar em um únio ponto P , de

modo que o sistema de equações irá admitir somente uma solução (ou seja, existe somente

um onjunto de valores x1, x2 que satisfaz as duas equações ao mesmo tempo). A segunda

possibilidade é que as retas sejam paralelas e não se intereptem em nenhum ponto. Neste

aso, não haverá solução para o sistema linear (o sistema é inonsistente). Por último, as

retas podem ser oinidentes, de modo que qualquer ponto sobre as retas irá satisfazer

ambas as equações e portanto o sistema possui in�nitas soluções. Estas possibilidades são

ilustradas na �gura a seguir.

Anteriormente, assumiu-se que, por exemplo, a11 ou a12 eram não nulos. Caso ambos

valores forem nulos, o omportamento do sistema irá depender do valor de b1. Se b1 6= 0,

então a primeira equação não possui solução e omo onsequênia o sistema também não

possui solução. Porém, se b1 = 0, então qualquer valor de x1 e x2 satisfaz a primeira

equação, sendo que o onjunto de soluções da segunda equação também será solução do

sistema e portanto existem in�nitas soluções.

Uma análise similar pode ser apliada para sistemas de maior ordem. Por exemplo,

para um sistema om m = n = 3 as soluções de ada uma das 3 equações será um
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plano no espaço artesiano x1, x2, x3. Novamente, os três planos podem se intereptar

em um ponto únio (únia solução), em in�nitos pontos (in�nitas soluções) ou não se

intereptarem (sem solução). De forma geral, para um sistema om m = n ≥ 4, as

soluções representam hiperplanos em um espaço n-dimensional.

3 Solução de Sistemas Lineares por Eliminação de Gauss

Como visto anteriormente, um sistema linear pode ser expresso em sua forma matriial

omo:

Ax = b

O método de eliminação de Gauss é um dos algoritmos mais simples utilizados para

a resolução de sistemas lineares. O método onsiste basiamente em transformar uma

matriz A m × n om m = n em um matriz triangular superior através de operações no

sistema que não alterem a igualdade. O método também pode ser usado para asos onde

m 6= n, porém neste aso a matriz obtida não será triangular.

O primeiro passo para a resolução do problema om o método de eliminação é a

obtenção da matriz aumentada A|b que representa o sistema. Esta matriz onsiste na

junção da matriz A om a parte não-homogênea b. Para um sistema om m equações e

n variáveis, a matriz aumentada é expressa omo:

A|b =
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A linha vertial é adiionada somente por onveniênia. Para a resolução om o método

de Gauss, deve-se zerar todos os elementos abaixo da diagonal prinipal da matriz A, de

modo a se obter uma matriz aumentada om o seguinte formato:

A|b∗ =
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Neste formado, a matriz é hamada de matriz esalonada. As seguintes operações

elementares podem ser apliadas na matriz aumentada original sem alterar a igualdade

do sistema:

1 - Adição de uma linha om outra linha;

2 - Multipliação de uma linha por uma onstante não-nula;

3 - Troa de posição entre duas linhas.

Cabe ressaltar que estas operações podem ser apliadas somente nas linhas da matriz

e não nas olunas. A partir da obtenção da matriz esalonada, pode-se failmente obter

a solução do sistema linear através da retro-substituição no sistema linear.

Exeríio 01: Resolva o seguinte sistema linear utilizando o método de eliminação

de Gauss.

x1 + x2 − x3 = 1

3x1 + x2 + x3 = 9

x1 − x2 + 4x3 = 8

A primeira etapa é de�nir a matriz aumentada om base nos oe�ientes:

A|b∗ =











1 1 −1 1

3 1 1 9

1 −1 4 8











A partir deste ponto, pode-se fazer qualquer uma das operações listadas anteriormente

até se obter a matriz esalonada. Por exemplo, multipliando a primeira linha por 3 e

subtraindo da segunda linha (L2 → L2 − 3L1), obtém-se:

A|b∗ =











1 1 −1 1

0 −2 4 6

1 −1 4 8











Fazendo agora a tereira linha menos a primeira (L3 → L3 − L1):

A|b∗ =











1 1 −1 1

0 −2 4 6

0 −2 5 7











Por último, pode-se subtrair a segunda linha da tereira (L3 → L3 − L2)

A|b∗ =











1 1 −1 1

0 −2 4 6

0 0 1 1
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Assim, o sistema linear iniial pode ser esrito omo:

x1 + x2 − x3 = 1

−x2 + 4x3 = 6

x3 = 1

Partindo-se da última equação e avançando até a primeira, pode-se failmente deter-

minar a solução do sistema:

x3 = 1 x2 = −1 x1 = 3

Para saber se esta é mesmo uma solução do problema, basta substituir os valores

obtidos no sistema original e averiguar se as equações são satisfeitas:

x1 + x2 − x3 = 3− 1− 1 = 1

3x1 + x2 + x3 == 3(3)− 1 + 1 = 9

x1 − x2 + 4x3 = 3− (−1) + 4(1) = 8

Portanto, os valores obtidos são uma solução do sistema.

Neste exemplo, obteve-se uma solução únia para o sistema. Porém, omo disutido

anteriormente, podem haver asos onde nenhuma solução ou in�nitas soluções são obtidas.

Por exemplo, onsidere o seguinte sistema linear:

2x1 + 3x2 − 2x3 = 4

x1 − 2x2 + x3 = 3

7x1 − x3 = 2

Apliando operações elementares nas linhas da matriz aumentada, pode-se mostrar

que este sistema pode ser esrito omo:

2x1 + 3x2 − 2x3 = 4

−7x2/2 + 2x3 = 1

−7x2/2 + 2x3 = −4

Assim, a segunda e a tereira equação estabeleem igualdades que não podem ser

satisfeitas ao mesmo tempo, portanto o problema não possui solução.

De forma semelhante, quando existirem mais variáveis do que equações (n > m), não

será possível obter uma solução explíita para ada variável, de modo que a solução do
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problema irá onter parâmetros em aberto (que podem assumir qualquer valor) e assim o

sistema irá possuir in�nitas soluções.

Na maioria das situações, sistemas sem solução ou om in�nitas soluções não possuem

signi�ado físio onsistente. Por isso, deve-se garantir que os sistemas obtidos (por

exemplo, na disretização de uma equação diferenial) possuam solução únia. Para

de�nir os asos onde o sistema possui solução únia, é neessário primeiramente rever os

oneitos de independênia linear e posto de uma matriz.

4 Independênia Linear e Posto de uma Matriz

Considere um onjunto de m vetores a1, a2, . . . , am om o mesmo número de ompo-

nentes. Uma ombinação linear destes vetores é uma expressão da forma:

c1a1 + c2a2 + . . .+ cmam

onde c1, c2, . . . , cm são esalares. Considere agora a equação

c1a1 + c2a2 + . . .+ cmam = 0

Uma possibilidade de satisfazer esta igualdade é de�nir todos os esalares c1, c2, . . . , cm =

0. Se esta for a únia forma possível de satisfazer a igualdade, então os vetores a1, a2, . . . , am

formam um onjunto linearmente independentes (L.I.).

Se a equação puder ser satisfeita om pelo menos um dos esalares sendo não-nulos,

então ao menos um dos vetores pode ser esrito omo uma ombinação linear dos demais

e portanto é linearmente dependente (L.D.). Por exemplo, onsidere que c1 6= 0, a

equação anterior pode ser esrita omo:

a1 = −
c2
c1
a2 − . . .−

cm
c1

am

Ou seja, a1 é uma ombinação linear dos demais vetores.

Como visto anteriormente, quando esrito na forma matriial, ada equação passa a

oupar uma linha da matriz. O número máximo de linhas linearmente independentes

(equivalente ao número máximo de equações L.I.) é hamado de posto (rank) da matriz.

O posto de uma matriz é invariante em relação às operações elementares apresentadas

anteriormente. Por isso, uma das maneiras de determinar o posto da matriz é reduzir ela
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para a forma esalonada e observar quantas linhas não nulas são obtidas. Além disso,

pode-se mostra que o posto de uma matriz A e o posto de sua transposta A
T
são iguais.

Com base nos oneitos de dependênia linear e posto de uma matriz, pode-se enuniar

os seguintes teoremas:

Teorema 01: Considere p vetores om ada um possuindo n omponentes. Estes

vetores são linearmente independentes se a matriz formada utilizando estes vetores omo

linhas possuir um posto p. Em ontrapartida, se estes vetores são linearmente depen-

dentes, então o posto da matriz será menor que p.

Teorema 02: Considere p vetores om ada um possuindo n omponentes. Se n < p,

então estes vetores são linearmente dependentes.

Em analogia om os sistemas lineares, o Teorema 02 é equivalente a dizer que se

existirem mais variáveis do que equações, algumas das equações serão linearmente depen-

dentes. Outra forma de entender este teorema é analisar um espaço vetorial. Por exemplo,

um espaço no ℜ3
(omo um sistema artesiano x, y, z) será ompletamente de�nido por

três vetores LI (por exemplo (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)). Qualquer outro vetor neste espaço

poderá ser esrito omo uma ombinação linear destes.

5 Existênia e Uniidade para Sistemas Lineares

Com base no oneito de posto de uma matriz, pode-se enuniar os seguintes teoremas

sobre a existênia e uniidade da solução de sistemas lineares.

Teorema 03 - Existênia: Um sistema linear de m equações e n variáveis da forma:

Ax = b

possui solução (ou seja, é onsistente) se e somente se a matriz dos oe�ientes A possuir

o mesmo posto que a matriz aumentada A|b.

De modo geral, o Teorema 03 implia que a adição do vetor b omo última oluna não

altera a quantidade de linhas L.I. presentes na matriz. Como enuniado anteriormente,

o posto de uma matriz e de sua transposta são equivalentes. Assim, pode-se interpretar

o teorema aima omo sendo equivalente a a�rmar que a oluna b deve ser L.D. om

relação as demais olunas da matriz aumentada. Por exemplo, onsidere um sistema om
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m = n = 2, por simpliidade:

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

A matriz aumentada e sua transposta podem ser esritas omo:

A|b =





a11 a12 b1

a21 a22 b2



 A|bT =











a11 a21

a12 a22

b1 b2











Assumindo que o sistema possui solução, então existem valores x1 e x2 que satisfazem

o sistema linear. Isto implia que a tereira linha da matriz transposta (L3) pode ser

esrita omo uma ombinação linear das outras duas linhas (L1 e L2), da forma:

L3 = L1x1 + L2x2

Assim, a linha L3 é L.D. Caso não existirem valores x1 e x2 que possibilitem esta operação,

o sistema não possui solução.

Teorema 04 - Uniidade: Um sistema linear de m equações e n variáveis da forma:

Ax = b

possui solução únia se e somente se o posto da matriz dos oe�ientes A e o posto

matriz aumentada A|b forem iguais a n. Se o posto destas matrizes for menor que n,

o sistema possui in�nitas soluções. Considerando que as matrizes possuam um posto r,

estas in�nitas soluções podem ser expressas em termos de n − r parâmetros arbitrários,

ou seja, irão formar um espaço de dimensão n− r. Por exemplo, se n− r = 1, a soluções

irão depender de um parâmetro e serão representadas omo uma reta, se n − r = 2 irão

depender de 2 parâmetros serão representadas por um plano e assim suessivamente.

O Teorema 04 pode ser também expresso da seguinte forma: um sistema linear irá

possuir solução únia somente quando existir uma equação L.I. para ada variável deson-

heida. Este teorema pode ser analisado de forma diferente para sistemas homogêneos e

não-homogêneos.

Considere um sistema homogêneo da forma:

Ax = 0
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Este sistema sempre irá admitir a solução trivial x = 0. Pelo Teorema 04, se o posto r

de A for igual ao número de variáveis n, então esta é a únia solução possível. Soluções

não-triviais irão existir se e somente se r < n, sendo que neste aso as soluções irão formar

um espaço vetorial de dimensão r − n (onheido omo espaço de solução).

Considere agora um sistema não-homogêneo da forma

Ax = b

Além dos teoremas de existênia e uniidade apresentados anteriormente, pode-se

apresentar o seguinte teorema para este tipo de sistema:

Teorema 05: Se um sistema não-homogêneo é onsistente, então todas as suas

soluções podem ser obtidas da forma:

x = xh + x0

onde xh é a solução do problema homogêneo assoiado e x0 é alguma solução do problema

não-homogêneo.

Como visto, o Teorema 05 é equivalente ao teorema que garante a solução de EDO's

de segunda ordem não-homogêneas.

Resta agora uma questão a ser avaliada: omo posso determinar o posto da matriz A

para garantir que o sistema possui solução únia?

Uma maneira de responder esta pergunta é simplesmente apliando o método de elim-

inação de Gauss e busando uma solução para o problema. Porém, uma estratégia mais

sensata é primeiramente determinar se o problema possui solução para depois tentar

enontrá-la.

Na grande maioria dos asos, estaremos trabalhando om asos onde m = n, ou seja,

tem-se o mesmo número de equações e variáveis. Os métodos de resolução de EDP's,

por exemplo, sempre irão gerar sistemas om m = n. Assim, a matriz dos oe�iente A

usualmente será uma matriz quadrada. Neste aso, pode-se determinar se a matriz possui

alguma linha L.D. alulando o determinante da matriz A. Com base nisso, pode-se

enuniar o seguinte teorema:

Teorema 06: Uma matriz quadrada A n× n possui posto n se e somente se:

detA 6= 0
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Exemplo 02: Determine se o seguinte sistema linear possui solução únia. Caso

possuir, enontre a solução.

x1 + 3x2 + 5x3 = 14

2x1 − x2 − 3x3 = 3

4x1 + 5x2 − x3 = 7

Primeiramente, deve-se avaliar se o problema possui solução. Para isso, pode-se avaliar

o determinante da matriz dos oe�ientes:

A =











1 3 5

2 −1 −3

4 5 −1











detA = (1)(−1)(−1) + (3)(−3)(4) + (5)(2)(5)− (5)(−1)(4)− (3)(2)(−1)− (1)(−3)(5)

detA = 1− 36 + 50 + 20 + 6 + 15 = 56

Portanto, o determinante é diferente de zero, o que implia que a matriz é L.I.

Avaliando a matriz aumentada para apliar o método de redução de Gauss:

A|b =











1 3 5 14

2 −1 −3 3

4 5 −1 7











Zerando os termos na primeira oluna:

A|b =











1 3 5 14

0 −7 −13 −25

0 −7 −21 −49











Deixando agora a matriz na forma esalonada:

A|b =











1 3 5 14

0 −7 −13 −25

0 0 −8 −24











Assim, o sistema linear pode ser esrito omo:

x1 + 3x2 + 5x3 = 14 → x1 = 5

−7x2 − 13x3 = −25 → x2 = −2

−8x3 = −24 → x3 = 3
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